第 一 章 £8 论 


积分 方程 是 指 在 积分 号 下 击 现 未 知 冰 数 的 方程 未 知 廿 数 以 
线性 (一 次 ) 形 式 出 现 的 称 为 线性 积分 方程 ,否则 , 就 称 为 非 线 性 积 
分 方程 ， 


$1 发 展 历史 概述 


微分 方程 是 从 I. Newton 第 二 运动 定律 开始 而 得 到 迅速 发 展 
的 , 与 此 相 比 ， 积 分 方程 作为 数学 学 科 的 一 个 分 支 ， ARRE, 
在 十 九 世 经 三 十 - 四 十 年 伐 , 才 等 星 地 露面 , 有 附 只 是 作为 微分 方 
程 问 题 的 另 一 种 疹 述 方式 . 直到 十 九 世 纪 最 后 几 年 , 才 由 瑞典 数学 
s L Fredholm 和 意大利 数学 家 WY. Volterra 成 功 地 开创 两 种 
类 型 线性 积分 方程 理论 的 先河 . 从 此 以 后 , 这 两 类 积分 方程 就 以 他 
们 的 名 宇 命名 ,积分 方程 也 碾 成 为 数学 分 析 方 面 的 一 个 重要 方 何 ， 
不 少数 学 家 致力 于 这 个 方向 的 研究 ， 作 出 了 种 种 创造 性 的 推广 . 
B FAS FB CACHER, 

$17; finnt 7i fà HV RSURCT UO ERIBDM,. 积分 方程 的 
初次 出 现 , 是 在 1828 4g, N. H. Abel 提出 了 在 地 球 引 力 场 中 一 个 
质点 的 下 落 问 题 : 在 一 个 垂直 平面 内 , 求 一 个 质点 在 垂直 等 加 速 条 
件 下 十 薪 所 经 的 上 路径 ， 合 其 下 落 的 时 间 总 是 等 于 下 落 距 离 如 的 已 
Ani TO). Abel 从 下 蓝 质 点 的 动能 和 位 能 之 间 的 关系 着 手 镀 
Stix——IRPEE. REAREA EREA P, Hom EA TA 到 
yh, 则 有 
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EIL EX EAER A E RUE, g 是 重力 加速度, m 是 质点 的 质 
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积分 方程 
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这 是 关于 未 知 郑 数 Cy) 的 积分 方程 ， 其 特点 是 : RER E E 
的 ， 人 diu A E E ed, Mi B. a E BR X P 


——————— h 
JE 5 = 在 积分 上 腿 y 一 处 是 奇异 的 . 


这 种 Aboa 型 积分 方程 ， 虽 然 Abel Æ ARIT APH E, dH 
由 于 李 的 方法 较为 特别 , 因而 在 一 段 时 期 内 不 为 人 们 所 注意， 

1828 年 , G. Green 在 研究 位 势 理论 时 得 到 了 型 在 我 打 所 称 的 
第 一 各 积分 方程 ，J. Liouville 独立 于 Abel, 在 1832 年 解决 了 一 
些 特殊 形式 的 积分 方程 ,他 的 最 有 意 必 的 工作 是 , EGAL T EUN A 
方程 的 解 可 以 通过 解 相应 的 积分 方程 而 得 莉 . 

十 现世 纪 中 时 , 积分 方程 的 主要 兴趣 是 围绕 着 解 位 和 插 方程 
2u Ba 
Or? ^y? 
X5 3x i65 5 ft [n] RETE PEE OBERE for 93 PLZ EE IR GR A27 E, 这 
些 积分 方程 对 于 西区 域 的 情形 ， 由 CO. G. Neumann fe 187 4& E 
以 后 年 间 发 展 的 论文 中 鲜 出 来 了 . Bx, H. Poincaré SE-F (i Æ 
大 对 贪 油 分 方程 


duz =0 


duc Nu fe, y) 
的 解 的 研究 , 在 1896 年 研究 了 由 上 列 偏 微分 方程 导出 的 下 列 形式 
的 积分 方程 
(a) F^] K Gm, DE) dy - C22, 


po 
地 


并 且 淅 言 , 其 解 是 入 的 瑟 纯 函数 . 

这 里 应 指出 , “积分 方程 这 个 名 称 是 在 1888 年 由 了 上. du 
BP Reymond 32&—-4- Bii 3c qm, 

T. Fredholm Uli f x —Bt 882-348 27; FE ERGO XR 5 8T 
TEA, RAHA TRATE. 18909 "E, Abe fu di E UU 
Mottag-Leftler H- -BHA HP, 提出 了 如 下 形式 的 积分 方程 ， 


eG) A [ Fs, y) pu) dy- 60, (1.2) 


Hh P(e, Y) 是 定义 在 正方 形 0<z, y<1 上 的 已 知 连续 函数 ， 
EG) 是 给 定 在 区 间 0<w<s1 上 的 连续 函数 , 而 p(w) EREA, 
在 这 封 信 中 , Fredholm 认为 , 积分 方程 (1.1) 的 解 可 以 表示 为 两 
AARIS. 次 年， 即 在 1900 4p, Fredholm 发 表 了 一 入 
论文 52 初次 建立 了 与 函数 Gs 的 有 关 的 行列 式 DO M De, 
多 ,证 明了 它们 都 是 入 的 整 谓 数 ， 在 这 篇 论文 中 ,Fredholm 本 
炒 地 证 明了， 如 果 % 是 函数 DOO 的 一 个 零点 ， 那 么 ， 积 分 方程 
(1.1) 的 齐 次 方程 
eG) FG y)oG)du-o 

有 不 已 等 于 零 的 解 ， 这 个 结果 就 是 现在 一 般 的 积分 方程 书 猪 中 所 
iA Fredholm 第 二 定型 ， 1903 Æ, Fredholm 又 发 表 了 -篇 论 
X”, 对 积分 方程 CL) 作 了 进一步 的 阐述 , 他 取 入 一 1, 证 明了 如 
THER WR DO) «0, 则 有 一 个 且 只 有 一 个 函数 o (2) 满足 积分 
方程 (1. 攻 ,这 个 函数 就 是 积分 方程 的 解 , RT ds 


?0 -£ Ga) - f DE R3 ay. 


这 就 是 现在 一 般 的 积分 方程 书籍 中 所 说 的 FTreaholm 第 一 定理 ， 
比 I. Fredholm fj se, V. Volterra 在 醋 究 其 个 生态 平衡 问题 
时 提出 并 讨论 了 积分 土 限 咨 可 半 的 积分 方程 .. 从 此 以 后 , 积分 方 
程 吸 引荐 许多 数学 家 的 注意 ， 其 中 包括 车 名 数学 家 D, Hilbert, 
E. Schmidt FA, 都 致力 于 这 个 学 科 分 支 的 研究 , 出 此 , 积分 方程 
的 理论 得 到 了 迅速 的 发 展 . 


«9. 


差不多 紧 接着 Fredholm 积分 方程 的 理论 前 出 现 ， 与 它 本 质 
上 完全 不 同 的 奇异 积分 方 各 理论 也 随 之 而 产生 了 。 这 类 积分 方 独 
是 人 们 从 不 同 角 度 研究 不 向 问题 而 提出 来 的 ，D. Hilbert 在 研究 
解析 函数 的 茶 些 边 值 问题 时 发 现 了 它们 外， 几乎 和 同时 ，H. Poin- 
caró 在 研究 潮水 坝 象 时 也 发 现 了 它们 中 ， 这 类 有 代表 性 的 奇异 积 
分 方程 是 下 列 形 式 的 积分 方程 : 

AQ) e(D---L-| -EE poderen), tEL, (1.2) 
其 中 工 是 平面 上 的 光滑 曲线 , X3C40), E BISEOQ) 8m KG, v) 
MEHRI L E Hilder gi V MESEBEEA AER, Qf) 是 未 知 函 
数 ， 需 要 注意 的 是 ， 积 分 方程 (1.2) 中 的 积分 在 一 定 条 件 下 是 按 
Cauchy 主 值 的 意义 存在 ， 对 这 类 奇异 积分 方程 , 苏联 学 者 研 究 
得 较为 系统 、 深入 , 在 平 列 弹性 理论 中 有 着 广泛 的 实际 应 用 , 专著 
[总 绩 了 对 这 类 奇异 积分 方程 的 研究 成 果 ， 本 世纪 二 十 年 代 初 ， 
由 于 研究 大 气 辐射 传输 问题 ， 又 提出 了 另 一 类 积分 区 域 是 无 穷 的 
奇异 积分 方程 ,其 重要 例子 是 下面 所 列 的 Wiener-Hopi 方程 ; 


pla) -| EG- dy- be) (0<o<oo)， 


其 中 Kæ) 与 (zj 是 已 知 男 数 ， 六 十 多 年 来 , 这 种 奇异 积分 方 
程 的 理论 也 有 很 大 的 发 展 , 并 在 许多 实际 问题 中 有 浓重 要 的 应 用 ， 
相应 于 Fredholm 定理 ， 对 上 述 两 类 奇异 积分 方程 有 FF. Noether 
定理 . 


52 主要 内 容 介绍 
我 们 称 以 下 形式 的 积分 方程 
f Ks, Do dy 7 £9; (1.8) 
Plo) HA EG, Dph ——— 0.9) 


和 dc 


AG) eG) EA Kt, Wolay Els) (1D) 
分 别 汐 Fredholm 型 第 一 种 、 第 二 种 、 革 三 种 积分 方程 ， 其 中 
K (2, y) 是 定义 在 矩形 区 域 ax «b ERMPDOUAUERIRS, BR 


IR 29 2742 0) A 是 参数 , 系数 Aa) 和 自由 项 (lw) 都 是 确定 在 区 
H amb 上 的 已 知 连续 函数 ,gp(%) 是 未 知 函 数 . 显然 , 第 一 种 方 
程 和 第 二 种 方程 基 第 芋 种 积分 方程 (1.5) 3 AQ 分 别 为 0 和 1 
时 的 特殊 情形 ，。 所 以 上 述 三 种 积分 方程 本 质 上 有 区 别 的 只 是 第 一 
种 积分 方程 (1.8) 和 第 二 种 积分 方程 (1.4), 

Fredholm 型 第 二 种 积分 方程 (1.4) 具有 下 述 特 性 :我们 从 
这 种 积分 方程 的 嬉 构 形 式 可 看 到 ， 未 知 画 数 %(oa) 在 积分 号 外 
以 相 如 移 形式 出 现 , 因 之 ,对 它 可 用 选 代 法 求解 . 但 是 当 这 种 积分 
方程 有 特征 值 问 题 ， 芭 相应 的 齐 次 积分 方程 对 某 些 参数 (ECT AE 
FEH, 这 时 选 代 法 就 没有 意义 了 .对 于 这 种 积分 方程 , Fred- 
bolm 建立 了 系统 的 理论 , 就 是 我 们 所 说 的 Fredholm 理论 . 

当 积 分 方程 .4) 的 核 K (v, y) 不 连续 时 ， 傅 如 设 E (o, y) 
为 绝对 平方 可 积 , 则 Fredholm 的 所有 结果 都 可 推广 , 只 是 和 证明 稍 
繁复 些 . 这里， 我 们 特别 应 指出 ， 如 果 积 分 方程 (1.4) 的 楼 
K (o, y) 具有 形式 


K (s, y) 一 Temp (0-ca«1), 
其 中 Ho, y) 是 有 界 函 数 , 这 样 的 K Go, y) BOSE dE, 对 它 
施行 积分 运算 , JO 
K 9s, y) - (& 9, HKO, pdz, 
Ks, y)=K (a, y), 
那么 , RO ptg- i, REAMER Ko, y), BA 


fEIBAST. BILL, BASARRIRA NERA A Fredholm 型 
积分 方程 的 一 切 特性 和 结论 ， 
如 果 积 分 方程 (01.8) 38 (1.40 BER E (s, v) 具有 性 质 
r. 


K (s, y=0, ty, 
WETA AR ML REA: 
FK, oyo, (1.6) 


e Qr) | K w, p(y £C), (1.7) 
分 别称 为 Volterra 型 第 一 种 、 第 二 种 积分 方程 ,其 特点 是 积分 上 
限 是 变量 .Volierra 型 第 二 种 积分 方程 (C.T) 和 Fredholm 型 第 
二 种 积分 方程 (1.4) 的 本 质 差 别 是 : E EOS E A 值 ,总 是 可 用 
逐次 迭代 法 求解 , 而 后 者 , 已 如 上 述 , 会 出 现 特征 值 问 题 . 

所 有 这 些 ,我们 将 在 第 二 章 里 叙述 . 

Fredholm 型 第 二 种 积分 方程 和 Volterra 型 第 二 种 积分 方 
程 的 理论 , 可 推广 到 多 个 未 知 欧 数 的 积分 方程 组 的 情形 , 这 时 , 未 
And p(w) 和 已 如 的 (lz) 分 别 视 为 是 未 知 请 数 向 旱 pl?)= 
(pi(m), e, ex (022 AIL ELAB 8 c n] 3 £2) — (Eu), os, E00), 
H Ke, y) 是 nx RARE QE, ngos. 于 是 , 我 们 
BIAT TRARA pE), es pala) 的 Fredholm 8284» 7j 
Rd 


bon 
PD | D Eule, DG yo) (=L, m) 
和 Volterra 型 积分 方程 组 


eG) 4 [ 2 Ku, eG) du 6) Gl, m. 


也 可 将 它们 写成 一 个 向 量 方 程 的 形式 ， 在 一 些 假设 下 , 关于 一 个 
方程 的 了 redholm 请 定理 对 积分 方 萎 组 也 成 立 ， 此 外 ,在 实际 应 
用 中 还 会 避 到 在 积分 号 下 上 出现 共 轧 未 知 肖 数 的 积分 方程 ， 可 以 将 
它 伦 为 积分 方程 组 前 情形 来 考 绒 . 从 而 , Fredholm 理论 对 这 类 方 
FERRY. 这 些 , 将 在 第 三 章 里 论述 . 

D. Hilbert 和 E. Schmidt 对 Fredholm 型 第 二 种 积分 方程 
的 理论 作 了 许多 深刻 而 且 影 哆 蓉 大 的 年 究 工 作 ， 特 别 是 关于 对 称 
核 积分 方程 的 研究 结果 在 数学 物理 的 大 量 问 题 中 有 羞 广 泛 的 应 
- Be 


H. 半 称 核 积分 方程 有 着 更 深 一 些 的 性 质 , 诸如 ,对称 核 积分 方程 
的 特征 值 存在 定理 、 特 征 浅 数 系 的 性 质 以 及 Hilbert-Sehmidt EE 
开 牢 理 等 等 ， 由 十 对 称 核 积 分 方程 的 按 绝 对 值 意 义 最 小 的 特征 值 
有 着 重要 的 力学 . 物理 意义 , 因 之 , 近似 求 最 小 特征 值 的 问题 也 自 
然 引 起 人 们 的 兴趣 ， 这 些 结果 , 将 在 第 四 意 里 论述 . 

ÆT Fredholm 型 第 一 种 积分 方程 者 .8)， 直 到 现在 还 未 建 
立 起 系统 的 理论 . EMARE (1.8) 本 身 的 构造 可 团 到 的 , 即 
使 积分 方程 (1 .3) 的 核 (o, y) 是 退化 核 这 种 最 简单 的 情形 ,这 
个 积分 方程 也 并 不 总 基 有 解 的 .二 十 世纪 初 , E. Bohmidt $$$ 77 
于 这 方面 的 研究 ， 得 到 了 由 积分 方程 (1.9) 的 核 产 生 的 阔 数 关于 
特征 也 数 系 的 展开 定理 , EH K (m, y) 的 特征 函数 系 是 完备 的 优 
ix F, E. Picard 建立 了 积分 方程 (1.3) 有 解 的 一 个 充分 和 必要 条 
件 ， 在 积分 方程 (0.3) 有 解 的 前 提 下 , 还 可 给 出 其 近似 解 的 一 种 
构造 方法 .对 于 Volterra 型 第 一 种 积分 方程 (1.05, Yp— LIB OL 
于 ， 可 以 通过 求 徽 商 的 方法 把 它 化 为 与 其 等 价 的 Volterra 型 第 二 
种 积分 方程 . 

前 面 提 到 的 Abel 方程 是 Volierra 型 第 一 种 积分 方程 ， 但 由 
JURE EGRE A LRE TI, 所 以 对 它 的 求解 问题 查 另 外 进行 讨论 ， 

我 们 将 在 第 五 章 里 论述 有 关 第 一 种 积分 方程 的 若 主 铺 果 . 

由 于 实际 发 展 的 需要 ， 非 线性 积分 方程 的 研究 也 出 更 了 不 少 
ZEE, 然而 , 对 一 般 的 非 线性 积分 方程 还 缺乏 系统 的 理论 , 即使 是 
可 解 性 的 讨论 也 较 困 难 ， 研究 得 较 多 的 是 以 下 形式 的 所 谓 Ham- 
merstein WJ RROD 


p(2) =A E (æ, DF (y, ply))dy, 


HE K (æ, yi F(y, wu) BERT n M EARR. AA. Ham- 
merstein JE 1930 年 提出 这 称 类 型 的 积分 方程 以 米 , MAARE 
人 ,近年 来 , 又 出 现 了 化 非 线性 Fredholm 型 积分 方程 和 Volterra 
型 积分 方程 为 等 价 的 非 线性 微分 积分 方程 组 的 初 信 辣 题 的 研究 ， 
对 后 者 便于 用 数值 方法 求解 。 关于 这 些 内 容 , 我 们 将 在 第 六 音 中 

€T ow 


陈述 . 

至 于 背 异 积分 方程 ， 由 于 它 赔 Fredbolm 型 积分 方程 有 着 本 
质 的 差别 ,而 且 和 研究 方法 也 近 然 不 同 ,不 列 入 本 书 的 范围 ， 我 们 将 
另外 编写 专门 著作 论述 前 面 提 到 过 的 两 类 常见 的 奇异 积分 方程 的 
基本 理论 、 重 可 应 用 和 有 关 的 近代 研究 成 果 ， 


$3 应 用 举例 


在 第 王 节 里 所 引述 的 Abel 方程 是 Volterra 型 第 一 种 积分 方 
程 ,在 研究 一 个 球状 地 形 里 地 震 震 动 的 传播 路 线 癌 题 中 ,也 出 更 了 
这 种 类 型 的 积分 方程 ， 这 首先 出 Ga. Herglotz 在 1907 年 提出 过 ， 
后 来 又 由 H. Bateman 在 1910 年 独立 地 提 到 过 . 这 个 问题 的 解法 
是 把 震动 的 传播 速度 才 示 为 深度 的 函数 ， 同 时 相应 地 提供 关于 球 
状 体 内 是 构成 情 沈 的 信息 ， 分 析 来 自 邮 球 洗 面 和 地 球 内 部 断 怕 的 
可 能 的 反射 ,利用 观测 数据 , 就 能 求 出 数值 解 . 因此 ,积分 方程 对 
地球 物 理 分 析 的 好 扔 法 来 说 是 -基本 的 . 地 晨 法 已 经 小 规模 地 有 对 于 
勘探 地 壳 中 前 石油 层 、 含 盐 的 佑 容 等 , 它 是 一 种 规模 较 小 但 经 诈 上 
Ki 2g 38 SER 73 TR. 

地 质 学 中 的 一 个 突出 何 题 是 制作 地 球体 内 部 的 精细 三 维 图 , 
这 种 图 在 勘探 矿 泌 ,预报 地 震 , 研 究 地 球 的 历史 演变 过 程 和 将 来 的 
变 北 趋势 等 方面 都 是 有 用 的 . 这 个 问题 , 当然 无 法 用 实验 的 方法 
来 解决 ， 而 只 能 依靠 间接 的 方法 米 探 讨 与 研究 ， 除 上 述 地 震 法 以 
外 ,还 有 引力 势 方 法 等 。 所 调 引 力 势 方法 , 是 把 地 球 CE) 视 为 一 
个 固体 ， 它 的 质量 密度 沙 数 oo, y, 2) 可 设 为 有 界 的 利 分 块 连续 
R TEXIA EIk (E) EA Po, y, 2) 的 引力 势 是 


V.» - [fl 2 da2, 


其 中 D 表示 三 维 空间 的 体积 元 素 ，rze 是 点 P 5 Q ARER. 
若 能 知道 地 款 的 每 个 内 点 处 的 《总 二 总 H-a) Va CP), 


"22 un 


MR BN AA GR LDIR TU Ua 


pL P) = — a.a dw y 202) 
但 是 , 在 整个 地 球体 可 HAR, 我 们 当然 无 法 测 出 时 
e e x 
ort ram), 
然而 ,运用 现 江 尖端 仪器 和 人 造 卫星 ,我 们 可 以 精确 地 得 到 地 球 外 
RAPO, y’, 2) 外 的 V «CP, 这样 , 我们 就 得 到 一 个 形 如 


ys» - [jaa 


的 积分 方程 , 它 以 地 球体 内 部 的 锻 度 o(Q0 Ju 3E oni 3c, Bp bI Xx di 
Fredholm 型 第 一 种 积分 方程 ， 
积 妇 方程 之 所 以 能 发 展 成 为 分 太 学 的 一 个 重要 分 支 ， 没 有 鄂 
一 个 研究 领域 出 位 势 理论 对 它 的 贡献 更 大 ， 上 述 的 引力 势 方法 页 
是 一 例 .L. Euler 与 J. L. Lagrange 和 其 后 的 P. 8. Laplace 以 及 
S. D. Poisson 在 力学 问题 中 使 用 了 位 势 函 数 ，Poisson 用 它们 解 
决 了 电磁 学 中 的 一 些 特 浆 问 题 , 届 . Green 作 了 排 广 .Green ERA 
对 Laplace 方程 提出 后 竣 称 之 为 “Diriehlet 问题 ”的 人 ,他 推导 出 
了 和 使 他 自己 成 种 的 积分 公式 , HHT Gren BE", 并 异 助 这 种 本 
Tres I T Ses ed P ERU PS, P Dirichlet 问题 的 解 的 积分 
RAA. 对 于 数学 物理 中 不 少 重 要 问题 所 提出 的 关于 Laplace 77 
程 的 内 .外 Dirichlet 问题 和 内 、 外 Neumann 问题 , 可 以 分 别 利用 
所 谓 双 层 位 势 和 单 层 位 势 化 为 待定 窗 度 函数 的 Fredholm 型 第 二 
种 积分 方程 ，Green 本 人 在 1828 年 实际 上 已 经 对 Diriehlet 间 题 
这 样 个 了 * :但 按 他 前 方法 所 引 册 的 是 Fredholm 型 第 一 种 积分 方 
TÉ. 正如 我 们 指出 过 的 ， 这 种 积分 方程 的 理论 在 今天 也 是 不 能 令 
AH OR, Green 当时 也 意识 到 了 这 一 点 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 物 
理学 家 和 数学 家 化 了 不 少时 间 , 才 得 到 我 们 现在 的 论述 方式 , 把 问 
题 化 为 Fredholm 结果 能 适用 的 第 二 种 积分 方程 . 
在 强 性 美 膜 振 开 (线性 ) 模 型 和 气体 振 葛 ( 钱 性 ) 模 型 等 物理 问 
sv 


EPHE Piu 
三: 一 (1.8) 
PA x E ZETIURVEU 36 6 4d- ER) XE ARE TRIER] SCARE, 这 里 的 
d= 49 , 0. 
Or" ay” gz” 
JE Laplace ET. HETAN 2 p nh, D. Bernoulli 利用 形 如 
uls, 5) —e(2) QUU B3 EA RR T ARARE d 
问题 , 这 就 是 通常 所 说 的 分 离 变 量 法 ， 对 方程 红 .8) 也 使 用 分 离 变 
RE, aei simu a PIGET eCP) 必须 注 足 如 下 的 特征 值 问 
A. 求 方 程 
dv (P) —-Av(P) (1.9) 
在 所 考虑 的 区 域 召 的 边界 38 上 满足 “ 齐 次 ”边界 条 件 的 非 零 解 
oP) 如 果 卉 次 边界 条 件 是 oCP) | —0, 则 方程 (1.9) 可 转换 咸 
积分 方程 


v(P) - -|jec. DOAA., 


Arp GP, Qo 就 是 前 面 提 到 的 Green 函数 。 取 这 所 有 特征 值 ,得 
Hos CP) 和 所 (如 ,以 此 形成 

u(P, t) -£ v, CP)Q, (0, 
然后 决定 每 个 QC) "PRI EIC, ACRI A ARM ELE IR. 这 时 ， 人 们 
WAS T- RAKHA, düim. PERES FE, BERAR 
to. CP) RAMEE, 一 个 任意 丙 数 表示 为 特征 函 翘 系 (0. CP)} 
的 线性 组 合 的 可 能 性 , 这 种 线性 组 合 可 能 是 有 限 的 , np eR SEPA JG 
FRE, ti BÉ RE C PLATEA, 等 等 . 这 些 问 题 是 分 高 变量 法 的 基础 , 利 
用 狐 分 方程 理论 , 可 以 展开 对 上 述 诸 问 题 的 讨论 . 这 是 D. Hilbert 
饶 究 工作 中 最 有 价值 的 成 就 之 一 ， 发 表 于 1904 年 和 1905 年 的 论 
X'B. 、 
微分 方程 的 初 值 问题 , 众所周知 , 可 以 化 为 与 其 等 价 的 Vol- 
torra 型 第 二 种 积分 方程 ， 而 微分 方程 的 边 值 问题 , 一 般 可 以 化 为 
Fredholm 型 第 二 种 积分 方程 来 进行 研究 ， 
& 10 « 


总 之 ,在 自然 现象 中 , 从 空 观 世 界 到 微观 世界 , 不 少 实际 问题 
都 是 与 积分 方程 相关 联 的 , 例如 气体 动力 学 的 Brown 运动 ， 弹 性 
理论 ,物理 学 和 生物 学 中 的 遗传 现象 , 量 了 力学 ,数理 经 济 学 等 等 ， 
限于 篇 幅 , 不 能 … 一 列举 兰 述 了 ， 感 兴趣 的 读者 , UND]. 
[和 综合 评述 论文 [8]， 在 这 些 专 芋 的 书 示 和 论文 后 面 静 有 附 有 大 
上 辐 记 说 的 一 些 应 用 举例 , 将 在 本 BUR E nt CETTE IER, 
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第 二 章 第 二 种 Fredholm 型 积分 方程 


本 章 主 要 讨论 如 何 应 用 逐次 迫近 法 和 Fredholm F, RE 
第 二 种 Fredholm 型 积分 方程 以 及 作为 它 的 特殊 形式 的 Volterra 
型 积分 方程 ， 同 时 证 明 在 积分 方程 理论 中 占据 重要 地 位 的 了 red- 
holm 定理。 此 外 也 适当 介绍 晓 奇 性 积分 方程 并 指出 Fredhobn 
证 理 对 于 能 奇 性 积分 方程 也 是 成 立 的 ， 这 方面 主要 内 容 可 参阅 书 
[b]. [91 01 [10] 等 . 


$1 应 用 逐次 追 近 法 解 第 二 种 Fredholm 积分 方程 


考察 如 下 形式 的 第 二 种 了 redhotm 积分 方程 
po) - K (2, 9) 9(s)ds =f (2), (2.1) 


Etpa) LISIEI EE 是 参数 , 自由 项 Fa) 是 ta, EWEN 
绝对 可 积 画 数 , 即 有 正常 数 D Tee, 使 得 


[lf Pan re. (2.2) 


同时 假设 核 K (o, 5) 不 仅 关 于 两 个 变量 s,s 平方 绝对 可 积 , 而 且 
核 的 绝对 值 平 方 对 于 单 变量 的 积分 是 一 个 有 办 省 数 ， 即 有 正常 数 
C, 存在 ,使 得 下 烈 积 分 有 界 


f IE (o, ®© |? ds Os, (2.8) 


NUM BE UGUIEHORBUMTCUR C.D 的 解 ， 为 此 先 将 方 和 
CIT ARE 


eG) E) |. K Gs, DPs, (2.4) 


rha 


然后 将 自由 项 了 (z) 作为 怜 次 近似 解 : 
gos) =f w). 
将 wo(z) RADE O.D RER, 并 把 所 得 的 结果 作为 一 次 近 
tm 
plo) = FO +h) K Cw, Spols)ds. 


再 将 这 一 近似 解 伐 入 色 . 汪 的 右 端 ,得 到 mate) 依次 类 推 .一 

艇 地 ,车 已 得 % 次 近 位 解 o. (22, MEERA NEC. DAA M M 

取 所 得 的 结果 为 % 十 1 REM gaul. 于 是 逐次 迫近 法 由 下 面 的 
BERRE: 

pai (0) = f(a) +%| EKG, sp, (8) ds, (2.5) 


若 逐 次 迫近 法 所 得 到 的 一 列 近似 解 一 致 收 伍 于 某 极限 ， 则 这 
个 极 恨 阔 数 就 是 方程 人 2, 切 的 解 . 若 极限 不 存在 , 则 应 用 逐次 迫近 
注意 到 递 推 公式 人 2.5), 我 们 有 


pils) = f (a) x, s) f (5)ds, 
gu) = f G2) HAF K Ge, 9) fds 
e» K (s, Daf KG, s)f (9) ds, 
记 Kale, s) -| E, 5) K (4, $)dt, 
上 式 又 可 写 咸 
qua) = F) ASE le, 9) FdT Kato, 8) j G)ds. 
依次 美 推 ,可 得 到 近似 解 pC) ES TT 
o.) fü) SU Ks 2fGds (2.6) 


IUBE. 9 由 下 面 递 推 关 系 确定 : 


«194 `. 


Kla, s) ~— Kix, 8); 
Ku, $) =| K (e, P)K m(t, DAt, 
BÉ Knl, 8) 称 为 核 区 (w, s) mka., ABEN EE 
适合 以 下 的 关系 式 : 
KG, sS) | Ere, DK a(t, sydt, (2.8) 


这 里? 是 小 于 名 的 任何 自然 数 . 
事实 二, 我 们 用 Kaa KERT RRE Kelt, 9, BET. 
和信 同一 式 (2.7) 中 , 短 


rh rh 
K (m, 8) - | | Kt, OK (&, DKE mala, S) didis, 


h 
性 


(2.7: 


BEL S0, 5) 又 订 用 Kaa AUR, Ob. EARE A BR 
以 后 , CRECEN ES E RU 
Kala, 3) = Kai K (w, ÒK (5, ta) 
K (tanis 3) di dt dia 4. (2.9) 
在 上 式 中 ,将 对 干 6 REAR, Me VL RT S 
Knæ, 8) | d d [n DR Gs E Qs tad 
K (h. "E £,)di e df, X 
| er | Ei b, ici E luus, lea) 
K (is s, sb diss. 
7353.95. 4E $55 pu 6—" BR rhag ET Ku, £2, SR 
二 个 因 于 的 重 程 分 由 为 EAS Vus. 于 是 有 
Kai, 3)-- [ Kple, OK S rb, $f, 
Hrab B d ds y 6, FERRE (2.8) x. 
A BE I. S, Tz BTE EA E T GRG Dea, 
HERI P7693 AAEE 3 
— dá s 


ple) e fa) + Sef Km, sfüds (2.10) 


其 中 前 % 项 的 和 就 是 es(2). 
以 下 我 们 证 明 近 伺 解 序列 的 收敛 性 . 


记 B-f f | K (2, 3) 4? do ds, 
C32, = sup Í, |K Gn, 8) |* ds, 
ÍE(2.89) 5X 05, S m — m — 1, WMA 
Km, $) =f Kailo, PK (6, Jdi. 
对 此 积分 应 用 Bysutasonckimi-Seh warw 不 等 式 , 可 得 到 
Ks (a, 8) E | E a(o, D |*d£ | [E(t, $) |*dt, 
再 对 s 取 积 分 ,有 
f | E, (o, 8) |*ásec e IK, i, DI dR O, 


取 左 器 积分 的 上 界 , 评 即 可 得以 二 估计 式 
On BO, B Ome BO, 
Ab, p 7653 28 396 (2 9) B) — EXE I H]. Pyras wui 不 等 
式 , 有 
| 2 fG)ds <{ Ls Go, s) [de | fG) jds 
«OL D*« Brn- DOD 
因此 无 劣 级 数 (2.10) 的 一 般 项 的 雹 对 信 不 超过 
0 
Et EAS XE (2.10524 || 87 — 从 而 极 跟 函数 给 出 了 方 
程 43.1 的 解 . | 
现在 证 明 对 于 适合 这 不 等 式 的 任意 值 4， 方 程 忆 .1 公有 -一 个 
8E. EETA, e eta) 都 是 方程 忆 . 二 的 解 , 即 有 


b 的 B 
pake) — «| QE Sox ds- f(s), 


^. 15 


pala) — a| Kis, sy pa(s) ds = f (a). 
将 丙 式 相 减 ,用 记 pw) palo) =w m), 则 得 
co (i) - K (x, $) c» (8) ds, 


XE TU Jota) [*« PP 1E, s) lds| |o G) las, 
PS Xn HER A, 得 到 
f | o (ao) EUM | K (x, 8) |? dz ds 1co (s) | 2 ds, 


WA (.— [A255 f 1o C0 jt seco, 
BL 1 <B, 所 以 
f lo% Pds-o， 


ED olm 三 0, 或 者 plr) m pa(2), DREE C. DAE. 
综 上 所 述 , 妈 有 下 列 的 
定理 2.1 # 


f | K (2, s)|*ds«zO?, On 是 正常 数 ， 
则 对 于 图 。 |X|< 寺 , PP | Eie, 9 dod 


内 前 一 切 头 值 ， 近 似 解 序列 (2.6) 是 一 致 收 妆 的 ,这 序列 的 袜 限 络 
出 积分 方程 (人 2.1) 的 解 , 且 解 是 唯一 的 . 

车 在 级 数 名 .10) 中 到 有 限 项 ,至 入 的 % 次 腾 复 为 止 , 则 不 难 知 
道 它 的 余 项 的 绝对 上 不 超过 值 


|^. n+l gg 
OD TOUR 
现在 进一步 考虑 级 数 (2.10). 
Im, 8 À) 一 "-— 8), CRED, 


我 们 来 证 明 右 奖级 数 关 于 变量 v, s FAA <E 内 绝对 收 人 证 和 
AE. He, WE 


^ 18 « 


| |K (uz, sy |*de« E^, EJ& iE T6348. 
n 


这 时 , 53 I TSEUE BH EE CURES n] 88] — Sce SE DS OL, Ei T 
|. Km, sS) | 安 OR (m>), 
ER EG CARE (2 13 f — 8S TRUE SPORE EC EB d 
|A | 18" 3*0, E, 

从 而 可 知 , ÆA «B7 ps, 级 数 (2.11) 对 一 切 变量 sg 和 8 绝对 
Beg 8 Scis. 

P3 P'(o, 8; 入 ) 称 为 方程 届 .1) 的 解 核 . 我 们 在 级 数 (2.10) 中 
交换 和 的 记号 与 积分 导 的 次 序 , 立即 可 得 出 积分 方程 2.1) 的 解 通 
IREE T, s 和 表达 为 如 下 简单 形式 ， 


plo) =f a) A| T Co, ss WF ds (2.12) 
例如 , 考虑 方程 
p(w) =+] sp(s)ds, (2.18) 
RREK BUR 
Po (m) =0", 


1 
于 是 有 ei) meh sedemera, 
1 A8 
pala) =ef s (+A) ds—e* tA +E, 
4 "E 
NC =ef so. (s) de= +A- He 


An" 
十 wi. 


由 此 ,不 难 知 道 , 方 程 避 .13) 的 解 是 


A Anci 
po) =+ h i+ ttet TU 


一 se 二 < (2.14) 


«dT 


xc] pletes, Bob ed da. 
另外 ,可 以 计算 得 K (m, 8) —s (pm IR XR CO 


Ks, 8) — guo 


I EL, 方程 全 ,13) 的 解 核 


m-1 9s 
PG, si) M3 Ou-r 7 o g 
于 是 ,方程 43.13) 的 解 又 可 用 解 核 志 示 为 
EM 1 2s r 2A : 
px) = 外 +%| au e? ds --e* 4 TER (2.15. 


KIRE Tæ, s 和 RE, TUEA, RRRS EK E, 中 有 
关 ， 所 以 ,我 们 往往 也 称 D(o, 5; A 35338 T RC (a, s) 的 解 核 
下 面 讨论 解 核 的 性 质 ， 

我 们 来 证 明 ， 解 核 了 (vw, s; 全 作为 第 一 个 变量 或 第 二 个 变 
[ES 的 函数 分 别 清 足下 面 的 积分 方程 


[^ 8 A) =K (m, 8) raf K (s, DI, $ À)dt, 
1 2.16 


I(o, s M =K (a, 52A rG, & KG, dt, 
事实 上 , BUT AO (2 L1) HE Eb oH s SEC UCSSURBI 7 SOC 
因此 , 和 的 记号 与 积分 号 可 以 交换 ,于 是 有 
af, K(a, DIG, s A)di= xj K (2, DEn, s)dt 


= ÈE nala, s) 
= Pr, 8 À)-— R ie, 8), 
即 有 Tle, s =E l, 2 M E c, DIG, s dL. 


XE SC UER (2.16) 48958 —1- E, 2E ELI 3 ELUEBT T (o, s; A) 
WESS CVM. 

ibah, 解 核 Pio, s, 入 对 参数 入 还 满足 以 个 网 关系 式 ， 
+ B. 


T'i, s AEE, S; pe) 


一 你 一 四 | TG, h OPG, s; Mdf (2.17) 
和 
OS M. | Tt, 5I, ad,  (@.18) 
事实 上 , 概 据 (2.16) 式 ,有 


Fæ, s MFRfg, s) +A| Ki, D, s A) dt, 
| s (2.19) 
[t 
IG, s u) - K Go, s) j| Ts, & i) K G, sdt, 

TE (2.10) (8 28 — E rh DL 2 SER v, BRE pE (w, & a), 然后 对 六 
取 积 分 , 得 

n] rns, & DTG, s J9dt- | (s, & n)K (t, dt 

Mx fr. m iP, s DEG, 2)dedt, (2.20) 
JB, E.D 89278 — Arp ba $ SER 5, Bo EI APO, s 和 ,然后 
对 取 积 分 ,及 得 

Mr, & uy, 8 X) dt» | K Ge, DP G, s Wat 


7 LTG, v, p) (6, $; Er, t)dvdi, (2.31) 


再 将 (3.20)，(2.24) 两 式 相 减 , 并 注意 到 等 式 (2.19), 即 得 (2.17) 
3h 
Tw, s 30 - PG, s i) Q2 | TG, & TC, s adt, 


RAE GG VO pd b AX — n, dp u^, VECES T E 
BE SE EE, BUTS CZ .18) R. 

这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 

SEAE, 我 们 仪 在 |A| <B 内 定义 解 核 , 指出 了 解 核 的 
存在 并 证 明了 解 核 适合 积分 方程 (43.161， 以 后 我 们 将 看 到 在 复数 
太平 面 肉 , 除 某 些 孤立 成 外 ,方程 局 .也 的 解 核 都 是 仓 在 的 ， 为 还 ， 


，18 。 


34r 2] dif te By — AR sg SEITE. 

车 对 一 个 值 入 和 任意 自负 项 f(w), 方 程 (2.1) 有 唯一 解 , XE 
可 用 (22.12) 式 表示 , Mik T ik Coke di A, 2742 (2.1) 8 kc TE 
& À). 

若 方 程 的 解 核 存在 ， 财 这 解 核 必 是 唯一 的 . 事实 上 ， 设 对 
AA, 方程 名 .上 有 两 个 解 核 Pils, s Av) A Taw, $ io. B 
3$ % 一 xi 时 方程 有 唯一 解 ,于 是 对 任意 的 函数 Jo) 有 恒等式 


JG) FA Pao, s 9f ()ds 
-Fæ Hof TG, ss Mf (ds, 


因此 有 ftm, 2 £6), 
其 中 ulm, s) LaCt, 3 Xo) — Tal, s; o), 


又 因为 了 的 是 任意 的 , FEE v, i (8) 一 wtw, s), FE 
有 


f |u(o, £)|* ds—0, 


从 而 uo, s) —0, BB Pi(o, s; Ao) e Po, t A9). 这 就 证 明了 解 核 
的 唯一 性 . 

下 面 从 积分 方程 (2.16) 出 发 握 殿 一 个 方程 (2. 了 的 解 的 存在 
叭 一任 定 理 ， 这 个 定理 也 给 出 了 方程 (2. 有 解 核 的 一 个 充分 条 
ft. 

定理 3.2 车 对 于 某 值 和 存在 着 关于 两 个 变量 和 和 = 平方 绝 
对 可 积 的 函数 "MCI & A): 

NI |D (s, & NW) |? de ds« oo, 

它 满足 积分 方程 局 ,16)， 则 对 于 这 个 值 2 4(2.)]) dR—8, B 
这 个 解 由 公式 人 3.13) 所 确定 . 

证明 先 证 明 方 程 (2.1) 的 一 切 解 必 可 表示 成 (2.12) 的 形式 ， 
设 p(w) 是 方程 (2.1) 的 解 , 则 有 
Li 20 * 


es) - Ga KG, QT TRU 
HERIR (w, s; 3), EDGE s 到 积分 
M DG, s Mo()d: 
-A| Tæ, s 2 f0)às 
ex [| arC, s DE (s, ds] coat, 
注意 到 (2.16) 的 第 二 式 , 如 有 
MT, s 20 G, Ddie T (2, t 3) - K (o, t), 
因此 , 前 式 又 可 写成 
af Te, s os)ds 
— Te, 8; 2) f(s ds 


MJ I, t; Do(Ddi-A[ K (a, Og(t)dt, 


消去 上 式 左右 两 端 相同 的 项 , 并 注意 到 
a| K (e, 59 人 dp 一 Fo)， 
即 得 yp 人 一 让 十 Fo s DS (ds. 


这 就 证 明了 方程 的 一 切 解 帮 可 由 (2.13) 式 第 出 . 
再 应 用 积分 方 枚 他, 区)， 来 证 明 (3.12) 式 给 出 方程 C.D 的 
解 。 将 表达 式 (2.12) 代 入 方程 (2.1D), 且 将 一 切 项 都 称 至 左 端 ,得 


fo) XM T, s; 30 f (ds— f (a) 
-af KG, D| fe) ^| TE, tu WD at 
-af (P (s, & A)— K Gu, s)1/ (s)ds 


(20 。 


rFhp;5 a 
-A| IA] EG, DS ti Ddt | f idi 
à ] 
一 让 | PG, s PW - EG, 3 


一 和 | K (2, DIE, s adt lf ()0s--0, 


这 是 困 为 上 式 最 右 端 的 广播 号 内 的 式 子 就 是 积分 方程 43.16} 的 第 
- 式 ， 放 它 重 等于 零 ， 这 就 证 明了 表达 式 亿 .12 确实 给 出 了 方程 
(2.D RIR. EREE. 


$2 第 二 种 Voltera 型 积分 方程 


现在 讨论 Fredholm 型 方程 的 一 种 特别 形式 ， 即 方程 的 楼 
E ie, 89) 当 sor RESTE, AHP EA Volterra W 42. B UE 
Volterra 型 第 二 种 方程 有 以 下 形式 ， 


gia) -A[ Kt, 8p(s)ds- (zc), (2.20^ 
例如 , Jede CNAE | 
y Qo) Fes Co) gr! (3) -- as (0) y 9) = f (a) (2.21^ 
满足 初始 条 性 
y(O Ve, y (0) =y (2.22) 


的 求解 问题 ， 不妨 记 
bo) =y" (2), 


于 是 有 yo) — | be) det ys, 


gm) 一 N (a — sir ds+ yr o. (2.28) 
将 以 上 三 式 代入 (2.24， 邯 得 关于 通 数 水 (z) 的 积分 方程 
(o) + [^ Fas 9) Hasim) (o 19 ds 


=f (3) — yaa E) — Vimy (2) — yota E), (2.24) 
或 简 记 为 
. 20 4 


US 十 |。 Kig, syris)ds-- giam), (2.25) 
KEZ, RIE EG WI 86 48 4p (2.220 B E, 可 归 结 为 解 
Volterra MAH (2.95), igi GO Jm, HH (2.28) aH 
yir). 
XI FE ZPRERQG.20), 我们 有 
定理 2&.8 车 第 二 种 Volterra 型 方程 (2.20) 65 & dj ^R f (a) 
是 绝对 可 积 的 , 则 对 于 一 切 值 入 这 个 方程 的 形 如 (2.]0) 的 近似 解 
Br 315& — Sk dk dt 69, C 09 1 TR dd 3C 42 (2.200 R BL REGE 
唯一 的 ， 
证 明 REH K (I, 9) 对 一 雪 ww, sE le 5] 是 月 界 的 ， 即 
" | 
(Kn, 9] « M, 是 正常 数 
Tq 3,134 vs Bj, Km, $)-0, BETAH Volterra 方 
ER HARS tcs ERSTE, W sms 时 可 号 或 以 下 形 
rw 
Ko, 2-[ KG, £D Eus, e)dt, (2.28) 
不 妨 考 察 m3 的 情形 , 即 
Kala, 8) -['Kte, DKG, sdt, 


"pos 时 ,积分 号 下 第 ~- 个 因子 为 零 ! 而 当 1<s 时 第 二 个 因子 为 
X. dise, MDH >a 或 ts ARRANZ. 但 若 a>s M 
积分 导 下 的 沙 数 仅 当 s<1<% 时 不 为 零 , 这 时 有 


Ko, 8) -| E. DK (2, sat 
E] 


进而 可 应 用 数学 时 纳 法 证 明 对 于 任意 各 的 情形 ，(2 . 蝇 ) 式 同样 成 
M. 
dp Ke, 9 AmaE AAIE G, 9| M,BLUJ 


| 天 sos 一 |J. Kia, DK d, s)dt| c M? (u—s), 


LE, D = | [ x. £D Ks, 2) di| 一 
SOS JE — IS mos t6 WX z | 
M?" (s—sy71 | 
K alo, a)l Rr (2.27) 
则 对 mti KA K naw, D. 
|K male, | f EG, DK, sdt 


Mias)’ 
21 7 


or. (4 — g)"7*di 
u M”l yg)" 
qn 
XX UAE EUR, SH PE ACE IELA RE ERH T OREEE CREE m GERE 
估计 式 忆 .37)。 再 用 较 大 值 5 一 & 代替 之 一 5 得 


| EK o, ) |. 


于 是 相应 于 $$ 1 中 的 级 数 (2.10) 的 一 般 项 的 绝对 信和 不 超过 
Mo 上 EO |ds, 


(m —1)! 
所 以 这 级 数 对 于 任意 值 和 是 绝对 放 人 敏和 一 致 收敛 的 ， 这 个 级 数 的 
和 给 出 方程 人 2.20) 的 解 ,并 同样 可 通过 解 核 写 戚 以 下 形式 ; 
pm) -fG Te & X) f (s) ds. (2.285 
RAGERURSU SENI NR, 这 时 方程 具有 形式 
pa) -a Ep def (a), Ou<l, (2,29) 
Hrd H (s, 9 TEE 
对 于 任意 值 xy, BAFER HE] 88 So OLG, 不 过 
WARE HEEL. 


WHHG, 2|«M, M 是 正常 数 ,因此 


soi HE LAE 


fib K (o, 9) H9 m "3 MM 
+ DÀ; 


« 


r 


LE SG, 8)| — WC £) K (t, nat 


Jove (* dt 
sM | EENET 
注意 到 积分 


f r ue q- "É 一 全 一 CT *B(l--a, 1—8), 


这 里 Bp, 9) 是 Bete i3, EDET Gamma 函数 表示 上 成 
B(p, g) - ru (970, 970), 


(p-t g) 
TEA 
f, I EDEEDH 二 a)? 
(ba)? Bim J UA (2.30) 
HEBR  |Kals, 8) | S M3 --8)172 TA 


设 对 于 某 一 值 吕 有偿 计 式 
M” (e— gyn-i- mo I(OL— a) 
|K wo, 8) | Í'(an.— ma) 
W^ [Kanlo 2| | KG, DEG, sdi 
aij. (m—£) *($—s)" lm dE, 
应 用 公式 (2.30), 就 得 到 


e*t pm] gy 
|E suo, 8) |. 
. (y — 8) imta [* 01 — a) T (a — mo) 
T'(m-i- Gmn3-1)o) 
„MN (a -= g)"" mtia "LL. w) 
I (m-r-1—(m-4-1la) " 

这 样 , 我 们 用 数学 归纳 法 让 明了 ， 对 任意 值 m, 不 等 式 (2.81) 是正 
HR. Bm EEKE, 可 使 届 .31) 臣 中 (一 9) HAREEK, 四 此 
引用 较 大 的 值 了 一 a 代替 w 一 s， 进 痢 得 到 在 弱 奇 性 核 的 情形 ，$ 1 


r+ 


(2.81) 


中 的 级 数 (2.101 的 一 般 顶 的 绝对 值 小 于 
| |" M" (b — qm dones pm (1 —a)í AD To | de. (2 32 


"(m max) 
以 下 证 明 级 数 同样 对 任意 值 X 都 是 绝对 收 伍 且 一 致 收 伍 的 
Wa k, Stirling 公式 
E({p) 一 m pra 9/199. 0.75. — 1, 
Ap 


mA 
A 
s 2sm(1-— Ta 


Tim — moù = [m(1--a)]"79179 


Hj a, RI (2.82) AHE, MA 
yga IAM i-a * PO a) E M ui 
[m(1—e)]' 
x[[ 1c 1as]*. 
当 mco Bj, 此 值 的 极 腿 等 于 零 ， 因此, 由 Cauchy 潮 别 法 ， 对 任 
意 值 入 ,$1 中 的 级 数 (23.10) 蚌 绝对 收 襄 且 一 致 收 襄 的 ， 
最 后 证 明 Volterra 型 方程 42.20) 的 解 是 唯一 的 . 
这 愉 要 证 明 它 的 齐 次 方程 仪 有 零 解 即 可 , dX e 是 它 的 解 ， 
BD w(t) 满足 方程 
olt) -Af KG, s)w(s}ds, 
HIRE K (s, 0, BH i: RES, 得 到 
co (a) -A| Kt, Box(£) di 


[at t 
=a | d f K (z, DKG, Hots)ds 
=x f ods| E (o, OK (t, sjat 
= Ka, sJw(s)ds, 


* 26 € 


E HH ERBASU Diiehleb ARO, WaR, WA 


pu 
exe) =A] Kyo, s)is; ds, 
"i" 


从 而 | eo Ca |= A 


"max ost, OF) Toca lds 
ye Hg d 
i Jola) da AP-a max | Ka, s) |e (a) |ds, 

由 此 

[i— An max | 天 so S11| lo [dao 
由 前 面 的 讨论 可 知道 ， 上 式 左 端 插 号 内 的 项 当 m% 足 种 大 时 恒 大 于 
Fe, WES 

f locu: ls, 

Bp w (w) =0, 
定理 证 毕 . 

例如 , SCR 

pla) — 2H et Sp (syds f), (2.88) 

iei 13e E m xx Tr RU SSECRUS ER, TT 


£ 
Ka, 8) -| e e df= tm— a, 
3 


z Ca AE 
Kals, 2-[ e” T ($—8) e= at= UT et 


( — )™ 1 -4 
HEET EK, (zm, 8) m Dr = 
所 以 解 核 


ami im —&) m-i 
(rra — 1)! 


— gie) Bux m. 


F(a, 3 Kk) E 
m 1 


= aR R a Dürneklet A A 
[arf re 的 ds ar| fn yr. 
a z Z $5 


. xd o: 


Si sma df, de, & A) —U, 
由 此 我 们 得 到 方程 (2.88; 的 解 为 
pæ) =f (æ) HAJ OLEO (2.34; 


83 退 任 核 积分 方程 


存在 一 种 重要 类 型 的 积分 方程 ， 它 可 以 化 为 代数 方 种 纽 以 求 
B. 若 方程 的 核 可 表 为 丰 限 项 的 和 ， 和 人 式 中 的 每 一 项 都 是 两 个 因 
子 的 乘积 , 其 中 一 个 因子 仅 依赖 于 m 而 另 一 个 仅 依 城 于 s, 这 样 的 
核 称 为 退化 核 。 也 就 是 说 退化 核 具 有 以 下 形式 
K (a, s) =D (2) bis), 
VIE op S PL ON EE NON 
pw) =A Sial) | bGe(G)dsefG),  — (3.85 


Xx Hom d auo) IL 5.0 NERTHIACSIEERTEZGSEBU. GERA, 出 可 将 
ACA Sors ak b, zx FAIA NS ATIRSEDEERTEJOOSBM. idu 


e f 5 Goods, 

e, 是 常数 , 因 (o) BRAR, ACE eh ERMA, ixmp(2.95) 
可 写成 

gp 人 一 fo +A 3 cala), (2.86) 
BEBE SABLE $8 (2.85), 可 得 

AO fto) [FO Serat) as |=0. 
因为 函数 a (m). 是 线性 无 关 的 , KAETI 
TORG +A oesls) |ds—0 (Gol 2, =, n). 
为 简章 起 见 , 引进 记号 
[Ge fG =F, | ha) di—as, 


DH. 


则 有 
Gh Tay fi (i=l, 2, tt 2). (2.91) 
这 就 是 决定 常数 es 的 线性 代数 方程 组 ， 解 出 这 个 方程 组 ， 再 利用 
(2.865, 这 也 就 等 于 解 出 了 各 介 方 程 (2.85). 
代数 也 各 组 (2.37) 的 柔 数 行 到 式 .为 


1— Afi — Atho tt -— Ain 

— Atla I — Atas ce — Allan 
D(A)- bsasreransrrenensrareesrrrennanne 
— Aaa — Ataa 一 人 


这 是 一 个 的 多 项 式 , 它 的 次 数 不 大 于 mw BREIE ( 因 当 和 =0 
时 它 等 于 D, HEERLEN AERAR A PE E DOA), 当 
% 取 这 些 信 时 , 代数 方程 组 (2.97) 和 积分 方程 (2.35) 或 者 没有 解 ， 
或 者 有 无 穷 多 个 解 .对 十 其 余 的 一 切 信和 积分 方程 有 唯一 解 
信 得 注意 的 是 : 代数 方程 组 (2.87) 的 得 来 ,可 不 必用 (2.36) 式 
代入 (2.35) 式 ， 具 须 以 bu) (o1, 2,…, n) TR (2.86) 的 两 边 ， 
EDIT a Bea B b BUS, PUR à, E TE, BEBO REA (2.87), 
例 1 设 所 给 的 方程 是 
pla) -[. (oa)p(9ds 一 Fo)， (2.88) 
它 的 核 K (n, $) —o--s 是 退化 核 ,其 解 有 以 下 形式 ， 
pa) =f (9) +A (etos), 
由 上 述 方法 可 得 芭 决 定 01 和 0 的 代数 方程 组 


(1 立 )o 一 os =f, 
-Cs 
其 中 fi fds, ff srGas 
这 个 方程 组 的 系数 行列 式 等 F-E At, TORTOR E 


1. 39. 


AE E. E 
Ap— 62V B, ha —6- AN 3. 
藻 和 不 等 于 和 M As WOTE 38) 8 HE — A: 


- 1 有 (人 -一 人 一 3 — 4X 
p (2) — f (v) eM. 一 一 Thi " 1 25, 一 f (s) ds, (3 a 39) 
H2 讨论 方程 
qpr)-— "| sinwooss p(s)ds— fa), (2.40) 
ü 
paT 
证 | ma) cous ds-e, 
心 
有 pis) 一 下 全 -b Acsinz, 


将 最 后 等 式 乘 以 coss, HA 0 € 2o: 取 积分 ， 则 有 
oc |." 7GDeoss de, 
从 而 解 得 
p —f (a) taf " gin ø cos s f (3) ds, (2.40^) 


由 此 可 知 , JpP8RC 40) — 1] A (Sp nTRE, fd (2.40) X eo. 
HLHGBIVRIJEARZTEREUNTEBEEMA, JR. 40) P RCREVE RU. 


$4 Fredholm 方程 的 一 般 情 况 


由 83 up, 解 退 化 护 积 分 方程 可 以 化 为 解 线 性 代数 方程 组 . 
这 -一 节 将 指出 一 般 情况 的 Fredholm 方程 又 可 化 为 退化 核 的 积 
分 方程 来 求解 . 
VE K (m, 2) 的 绝对 值 平方 关于 w, s€ [o, 51 0] 38 B3 29 4E 
XE, 则 它 可 展 成 为 Fourier 重 级 数 
K (2, $ vM As cos ATEA oog Fr 0) (2.41) 
我 们 可 不 考 虚 这 个 级 数 的 收 仑 性 ， 引 入 记号 


Pv, $) — 21 Au cos men) 27 cos mia , (2.42) 


sa 30 ， 


8 (2.43) 
H) Fredholm 3H 47; d (4.1) 
ple) -M| E (a, xo) ds— f) 
^ AREFE R: 
Qi) -af Eg, spislds 
= f (o) +%| PG, sJpls)ds, (2.44) 
a. AARAA ia ELSE VA Du I CS AU BR E, E, 71938 (2.44) REED IE 
ACEA K (o, 8S) 六 以 的 积分 方程 , 它 拘 参数 是 入 旦 以 
f (a) es Pn, sf (s)ds (2,45) 
fE JH EBS. 以 下 证 明 汝 将 是 够 大 时 ,方程 42.44) 可 用 这 次 过 过 
K'e, D 是 和 下 面 的 Fourier 级 数 相 对 应 的 ; 


H | émis, kmís—u 
K'(u, 8) UA po EPIS: 一 oos TCs 


十 M 53 JA, Cos i T. cog ETEO. (2.46) 


sam | | [E 9 |*deds= B^, 
H Parseval SE, PRIA $2) 
p — a)? 
in 4 i -记忆 14s jd È, > 中 
OUR SER 
(ba I 2 
—— -一 一 一 > EPE 
PR 
HERH, PETR a BERK, 使 B? MEGANEA 即 可 选取 这 
FÉRI n, ff EL FASER LE; 
p (2.4') 
Hitti s fpmiliB, X Ho. 44 REK E R R, HD 
> 3j a 


存在 E^", 5 的 解 核 
I'(m,s5 A) = DAK, (a, 8), 


其 中 OE, 89 Ah KE, 0 iani, EREC. AOA RT 
写 为 
e (a) =f) eM. PG, So ()ds--A | Gs, "EN 


x [rc | Pa, 2ocasJat. (2.48) 
和 理 引 进 记号 
Fo) HAS Te, & 10 (0t — a), 
P(e, 5) -- M To, & DPE, $)dt- K"(», 9), 
T J5 905: 53 (2. 440 Sp ELA 73 
ete) ^| E" (æ, sp) ds P (a), (2.49) 


HORE) Ple, 9) =$ cos A) p), 
式 中 bs) = $3 Au cos EEG, 
则 有 
fT, £ DPC, dé 
-X b.) | 2g, h X3cog in) qs, 
JA K" (o, s) 又 可 写成 


E" (s, $) 2a i(a) bi C9), (2.50) 
其 中 au) cos imo) a prs, & A)cos E — 9) at, 
b—a & b—a 
bU, K" (s, 3} 荐 一 个 退化 核 ， 所 以 方程 (3.49) 可 化 为 线性 代数 
方程 给 以 求解. | 
XE Sca Hi E, 可 将 所 述 广 法 简化 ， 
* 3043 


BEA ECO 42) PR HE i HAE- PRAES ZR ER INTER LU 
K (», $) ^ P(s, $)-- Ks, 9), 
其 中 Ps, 8) Jd p K'(w, 8) me 
f. |. K (o, s)|? dese", 
其 中 9 是 充分 小 的 二 数 , 50 RNA E pe), 则 


$ . à 到 b 
| K'(, s)g(s)ds| «| LK" Go, 3) [ds | |gs) [*ds 
* . 
e I |o (s) | * ds, 
h 
mj K'a, s)p(s)ds E-A, DdCOTLRT EXE ELT 


eG) —h) Pcr, so () ds fo) 
近似 地 代 共 方程 (23.48) 以 求解 


S5 Fredholm 定理 


积分 方程 在 一 般 情 形 不 可 能 直接 求 得 精确 解 ， 而 和 企 往 村 取 符 
种 近似 方法 以 求解 ， 因 亚 在 近似 求解 时 总 是 假定 相应 的 方程 是 可 
解 的 ， 这 硫 要 求 我 们 对 各 种 情况 下 的 方程 的 可 解 性 进行 讨论 . 
Fredhoim 和 的 站 个 定理 议 是 进行 这 方面 研究 的 重要 千 果 ， 也 是 关 
TED AAAA EAEN EE EJE H E M DI Bi, 
先 引 进 一 些 术语 . 

正则 值 ， 对 于 某 个 值 和 % # Fredholm 方程 的 解 核 看 A, d 
AE X dI ur RE 

dRAE[É. OTRO ERES d. A, 99 HER A EE. 

NER, AEAEE, Ur 2X 7; TR 

pin) -a| Ks Se(s)ds—0 (2.561) 

伺 有 零 假 ， 这 是 因为 对 十 这 个 值 4, 方 可 (2.1) 的 解 核 存 在 ,于 是 ， 
(2.0 IE BE CR Ae fe A MCW (25D HARM. 
a 33 * 


换言之 , 齐 次 方程 (2. 红 ) 有 不 恒 等 杆 零 的 解 , 当 且 仅 当 入 是 特 入 值 
时 , A ATIRE. 

同时 易 知 , # pa) 是 齐 次 方程 2,51) 的 解 ， 则 epe) 也 是 
它 的 解 , 这 里 o 基 任 意 常数 ; XOXpP ple) H po ESE 2.5D B 
PARER, MEA p(w) tpo EERI XC $E— 3x, Jub 5 
pals), pale), *, qu mH IET UTER (3.51) , 则 它们 的 族人 性 组 合 

Cpa (8) + epa (2) -E --- --egp (2) 

1238 7; RR (2.51), 本 是 , 若 章 次 各 分 方程 有 一 个 不 为 零 ( 即 不 恒 
ADRA, MWERA TFET RRA. RAAT ERD AEN 
EFRA K (m, s) HE DESEE AL d xf de, ELI dE II CE 


特征 信 想 对 应 的 . 
Fredholm 的 四 个 定型 沽 . 
定理 多. 在 入 平面 的 任意 有 限 区 域内 ,Fredholm 积分 方程 
b 
pla) -a| E v, eG) ds— f i) (2.52) 
只 存在 有 限 个 特征 值 


证 明 在 $4 市 已 经 指明 ,一 般 的 Fredholm 积分 方程 , 可 归 

颖 为 与 芭 等 价 的 具有 退化 核 的 积分 方程 ， 而 后 者 又 可 归 鱼 为 线性 

代数 方程 组 . 设 入 在 |A SR AE, 对 入 平面 的 任意 有 限 区 城 ， 

总 避 找 到 是 够 大 的 R, EER ADR DAE. RES Api 
方法 将 核 K (m, s) 作 这 洋 的 分 解 : 

K (æ, 中 一 下 (5 一 可 fm， $), 


使 得 B'< 吾 于]-. 这 时 上 述 的 代数 方程 组 的 诸 系数 和 自由 项 在 一 


DE | 和 | 志 呈 内 都 是 的 全 纯 函 数 ， 相 应 的 系数 阵 行列 式 De) 
也是 入 的 爹 纯 函数 ， 男 外 义 有 Del) — 1, 项 这 个 行列 式 不 恒 等 于 


Da) *0 ff A SBETRTRI Q.D: Bn E, 这 就 证 明了 Fredholm 
第 一 定理 . 

1 从 Fredholm 第 一 定理 , 只 示 出 下 面前 等 价 结果 ， 
+ 34- 


Fredholm 方程 的 特征 售 的 个 数 或 为 有 限 , 或 为 可 列 ; 在 后 一 
情形 , 特征 伍 随 向 它 的 个 数 增 至 无 穷 大 . 

注 2 芳 核 足 退 化 被 , 则 特征 傅 的 个 数 一 定 是 有 限 的 . 

ER 23.0 庆 一 个 特征 值 至 几 与 一 个 特征 了 琐 数 对 应 与 一 个 
已 知 竺 征 值 相对 应 的 下 是 线性 无 关 的 特征 函数 的 个 数 是 有 限 的 . 

证 明 设 和 一 知 是 一 特征 值 ， 则 与 原 积 分 方程 等 价 的 线性 代 
数 方 程 组 人 2.37) 的 行列 式 等 寺 零 ， 且 对 应 的 齐 次 方程 组 有 ?7 个 线 
HETRE C, o, e, 0 (OR, lere). MERKER 
ARANG E 


pæ) => a alwa (3—1, 2, -e v), 


这 些 解 是 线性 无 关 的 ， 事 实 上 , 设 d up 0) 一 0， 将 上 而 的 pla) 
的 表达 式 代 入 , ELI FE Bc as C) RETE, 则 得 到 
Too -0 Gl 2,-,. 

又 因为 (eP, P, «s, ol) 是 线性 无 关 的 , 放 一 0 (j=l, 2, …， 
入， 这 就 得 出 py(w) 是 线性 无 闫 的， 此 外 ,Fredholm 积分 方程 再 
没有 别 的 解 了 ， 这 里 ROS TEI Mo 的 秩 . k, 即 证 明了 Fred- 
holm 第 二 定理 . 

在 论证 第 三 定理 之 前 , 先 考察 积分 算 子 

Eo- | Ka, 3) g (s) ds 

和 K*à- | EG my) ds 

Kok Fredholm X-f; Kids Xr Kota T.u 
AR KodjXocr Kb ERAF. $ K (e, =K (s, 四 NE 
K (o, DHAMH. 

以 积分 (o, d) m pe pes) de 
表示 两 个 函数 p(w) H dr Go) 的 数量 积 . 

BLUE SE 3229 JE SER) EY" Kp 与 天 中 有 以 下 一 些 重 要 性 

+ D5 * 


质 : 
(G) (Kop, d? -—0op, EH). 
这 是 因为 


4 | 
(Eo, 办 一 | IZ | K (w, Sos ds da 
[4 


-fo (8) i K (m, Ùw) do Hs 
~f oo {Fe oon} 
— (p, K4). 


QD € KoH Le 为 下 面 开 式 的 两 个 算 子 : 
Ko | Ks, sip (s)ds, 


Lp= | LG, 3) ()ds, 


nl E (Ip 也 是 职 分 算 子 , 且 有 
K (p) — | MG, p(s)ds, 


[b 
其 中 Me, 3) = | K (r, HLG, dt, 
有 时 也 把 Kp) 记 为 K Lp, WER, © MEM T, KLo- 
LK9, 
Qi) 4H K'p-—KEKo,K'p—KEK'*p,-, K"p-KK"'!g, 
1H 
则 有 EK"w=| Kalo, so (s?ds, 


其 中 Ko, s) JB K v5) Bn SER. 
üv) (KLy'e—L K'w. 
X Je BJ D I Psp — Pr er 
CR Lab, qr) Or, CK TD) 
35 Jj c 
K Li, p) = CL, Kp) = Gh, L'E^g), 
TEL EAA GHI, íi 


* 3B e 


Gh, (K Eg - LK p =0, 
ig EXC om =(KED'o—-L'K”p, Ht h, c) —0 表示 也 
HEREA EZ, 在 特别 情况 下 , o 也 与 它 本 身 正 交 , 即 有 
(o, e) =| lel) 1 do—0, 
B. TU ez) 2:0, tuc (CK D"'p—L K*p, 
由 此 即 得 《站 "一 《下 mn 
这 也 就 是 说 :wm IE Bo Jic Rc eH ARCU n Ye XE 
538 9.06 若 和 是 核 天 (zz, 8) 8)ApirdAk, NH] Ag Eck HAM 
IX K (s, v) 的 特征 值 , 且 方程 
Pl) =r) K (e, s) p(s)ds—0 (2.58) 
i BEL XU MAREM AMEE, S CELA CERE 
dr (a) — | Kis, T) (s) ds—-0 (2.54) 


SELECTOR QUEM d a F áh, 
证 明 对 十 有 退化 核 的 积分 方程 , 这 个 定 埋 是 显然 威 立 的 , 因 
为 与 (2.53) 和 <2.54) 等 价 的 级 性 代数 方程 组 是 互 为 共 辊 的 ， 它 们 
的 系数 阵 行列 式 各 为 
l— Aga — Adi 一 
DOJ = 一 各 Ga i— Ata + — Ala, 


— Ataa — Alaa co d-—À8, 
和 工 一 和 
p (A) | 一 Laia 1-— AG as ttt —— A . 
一 Ailin — Attan t.i 工 — A 


按照 线性 代数 方程 组 的 理论 , 它们 的 秩 是 相间 和 的 , SELECT EH 
的 线性 无 关 解 的 个 繁 也 是 相同 的 . 

对 二 任意 核 的 Fredholm 方程 ， 因 为 按 $4 的 疗法 将 两 个 相 
互 共 笑 的 方程 化 为 有 退化 核 的 两 个 方 竹 后 ， 不 能 山 更 后 少 两 个 万 


* 3M 


竹 也 是 下 为 戈 锡 敬 。 贡 不 能 从 讨论 后 普 耐 贞 搂 排 时 前 考 两 个 艺 为 
RATEALE ERRI lt, SET $ ION H 
(2.53) 等 价 的 积分 方程 
"ED of, K" (a, S (s)ds—0, (2.55) 
另外 又 可 将 于 并 方程 :2.54 安 成 
bo) - hol A", ads) ds | PE y G)ds, (2.56) 
并 且 记 


bn) -io| KU Bp) ds Qn), (3.51) 
我 们 又 可 用 逐 次 迫近 法 甫 得 
ido) — ote) T Ao T, m Ago (s)ds, (9.58) 


16 (2.57) & (2 .58) X (2.56), f SIDE, co Go). 的 有 退化 核 的 各 
分 方程 
(一 和 | K" s; owls)ds—0. (2.59) 
Jj (2.59) 53 (2.55) JR TE JR], IK" (e, s) Jg, 由 上 
ie v HE TRA, (2.39) 5j 77 fO 565 tb 5j (2.58 有 相同 个 数 的 解 . 其 
X, BDTAGLOLDO ER (2.58), 7; Bi (2.59). 5; (2.54) 的 解 之 间 建 
XO ——XÀ mA, HERET E: ERST 应 十 线性 无 关 解 ,从 而 相互 共 
轿 的 齐 议 方程 (2.58) 和 人.54); 上 有 相间 个 数 的 线性 无 关 解 。 这 就 证 
明了 Fredholm 第 一 定型 . 
定理 名 .站 db ASQ Ak Km, 0 的 一 个 特征 值 , 则 非 齐 旋 方程 
q(m)— ol K (v, s)p(s)ds— fie) (2.60) 
月 解 的 记分 必要 条 代为 ;这 疗程 的 自由 项 了 (8 5x pz 3E 
(m) — ko | K (s, wiwbisids =) 
$3 — 1o d 4E d XR GESXE, 


证 明 党 证 必要 条 伯 ， 设 vo 是 章 次 方程 (32.58) 的 特征 值 , H 
. 3$. 


v JEdtSuJpUK ATERT E. JRA RR 2.60) ii dE 
Fa) 与 出 (w) 的 数量 各. 
Cf, JD — (p—XyK o, d) — p, d) - hal ky ir), 

HADER TAHR EEG, DRIAN 

Cf, 30 — (p, h lp, K), 
KA wg LT CCP ES — 4e, 注 全 到 常数 因子 Ao TE Ara RPA R 
于 第 二 个 因子 ,合并 后 写 为 xo WE 

Cf, 4) = (p, Y hE p, 
图 于 方程 423.59) ,上 式 磊 端的 数 莽 积 内 的 第 二 个 因子 等 于 零 , 于 是 
Cf, d) —0, 
证 充分 条 件 : YE eu(o I du (71, 2, «e, m 分 别 是 互 为 

At SERT UT REO. BS) (20 E DCN ER TE GAR NA JEASEUUOS 
*dlÉBEESEBEGEÉ4que. (Em 

K (s, s) =K Go, 8) 2 pi bt) 


^ 


二 积分 方程 
Lp-gíz)— M e, sp(sids— fi), (2.61) 
我 们 证 明 Ao KERSA RERE, BAE Ao, he 一 0 RARE 
BE. EE, (BEER pole), RTT 
(Lpo 15) = (Do — Ae A po, Wi) — Aglqo, qu) 
(qu, i — As K is) — n (o, Jn.) 
-ho po, qu) —0, 


| 


I 


Ej 23 247 0, 所 以 

(Po, qu) =0 ($1, 2, m" M), 
HIE pa 适合 方程 
» 所 请 线性 光 关 函数 eu GO, ns Palo) ZU IET ERE D, EHE: 如 采 


[03 ies 
1,05 de, 


Ga. qu) = 


IEE HALIDE E SUPE ela), c. qu C) XB TUER pE Pia e pe 
a, 


(30 。 


Lo—o(2) i| K (a, s)p(9)ds- 0, 
于 是 qua) 可 由 guo) ($ — 1, 2, a" T) 的 线性 组 全 表示 为 
polz) -X eps Qn), 


再 由 (go, p) 一 0, 又 得 e,—0 (61, 2, --, m), 即 齐 次 方程 Lp 
0 的 任意 解 po(z) =0, 

这 样 一 来 , 非 齐 次 方程 人 .61) 对 任意 右 端 都 有 唯一 解 , 设 它 的 
解 为 pfe), 则 它 适 合 方程 


Z-—Lp-—3A, > pæ) (9, p) =f) 


或 Lp=f (2) M B hle) (p, pi). 
于 是 
(Lp, t) -- Cf, PÀ to $ Gin t) Cp, p) 
= Cf, pò Moto, p). 
HFS) 满足 充分 条 件 (f, W) 0, 故 可 每 
Alp, qi) = Lp, po —(p, Li) —0, 
即 有 (p, p)=0 (6—1,2, =, m), 
这 就 是 说 ，p (sm) 同样 是 方程 (2.60) KE, REZ, EFKE 
(2.60) 可 解 ， 这 也 就 证 明了 Fredholm 第 四 定理 ， 
值得 指出 , 若 ‰ 是 一 个 特征 值 , 和 且 方 程 (2.60) AR, 则 它 有 无 
痪 多 个 解 , 它 的 通 解 可 以 写成 
G (2) — pa (a) Heralt) H- 659a (m) + + onpn (22, (2.62) 
其 中 pl) 是 非 齐 次 方程 (2.60) 的 一 个 特 解 ， quis), pale), -- 
PO 是 对 应 于 齐 次 方程 的 所 有 线性 无 关 的 特征 函数 系 . 
MEH Fredholm HEM, 最 示 出 下 述 Hredholm 兖 比 定理 
RE: 
Fredholm 交 比 定理 AZAA HAMER A 
7" ÁR, AA Etm Aay Aney T EnA, 
€» d) 


在 积分 方程 的 研究 中 , 我 们 经 常 要 用 到 Fredholm EEA, 


6 Fredholm 公式 


在 St 中 建立 的 解 核 的 表示 去 
FP, & 3 NAIK pla, 8$), (2.63) 


它 对 较 小 的 和 % 值 是 有 效 的 , BOO [A] B87! wp, 级 数 (2.63) 对 于 一 
HER eM s 是 绝对 收 伍 且 一 级 收 伍 的 、 本 节 还 要 寻求 解 核 的 故 
一 个 解析 式 , 这 个 解析 式 对 于 参数 % 的 一 切 正 则 值 是 有 效 的 . 
FEER K w, 3) 是 有 界 的 ， 即 存在 下 常数 M, 使 得 对 一 
DE CE 
IE (m, S) | M, 
我 们 称 下 列 DDN) H Fredholm fr71 A; 


DQ)-1i- $ Andy, (2.64) 
其 中 
rb rb r Ei. dct. dah. 
0 | EE ife | dd (2.65) 
mo g ij, bap 7t, T 
而 


hs K it, pP "t K (t, $4) 
r(e p sJ- Kita, ty K (fs, d) t K a 5) 


àok RGRORGROB RREOH RRAR RA A Wo AR RÀ RA ROLE RA RP uon v RR RE RN ERR 


(2.66) 
W Hadamard 3| 88?, fib SEUEPIZX Er (2.63) t — V ECC. 
者 是 收敛 的 , 即 它 是 入 的 整 函 数 . 
adamard 引 理 : 设 行列 式 
A-det|aa] (i, k—1, 2, 3, 8, 
则 LS È ina? 2 Fas e 2 oa 


特别 地 , 若 所 有 paa] eM. e 4|? MP0s, p [4 | e Ahn, 


His: E, 由 Hadamard 3| im, 4 |K (s, s) | M 时 ,有 估计 


PER 
Fi; Ca, +t", Ún 
和 d, | &n? LM (o a]. 
所 以 级 数 (2.64) 的 一 般 项 的 绝对 值 不 超过 下 面 的 正 数 ， 
D aita 人 一 了 
应 用 D'Alembert 判别 法 ， 由 这 些 正 数 作成 的 级 数 的 前 后 项 之 比 


ndi Li 
ml og * 
Ap, 0E * are uy -PINOA (3,41) 
n+l E ntl n 


式 


n 
x M a? 


当 w->% HAFF, ATERA GHAT A R8] 
We i H. SR. 

现在 将 DO) 乘 以 级 数 介 .683) 又 得 到 一 个 级 数 , 记 为 D, s; 
,由 (2.16) 式 得 


Dis, s, À) — K (o, 2202--X[ KG, DD, s Adi, (2.67) 


显然 , 存 |%|< es 内 ， 册 于 DOA) RPG s 2) 都 是 绝对 


收 傅 和 一 致 收 化 的 窒 级 数 ， 所 以 可 以 用 两 个 级 数 的 简单 相 乘 的 方 
法 得 到 级 数 

D(s, S X) -K(s, )-- 33 —1* da, s), (2.68) 
HM daw, s) 可 以 利用 等 式 (2.600 比较 和 的 同 次 宕 系数 而 得 到 ， 
UJ 

d,(a, S) - K (2, $)d,— | E. Dé, i, di, (2.69) 

ds(m, s) =K (a, s), 
(2.69) 式 给 出 了 逐次 计算 系数 d (e, 8) NU BEA 
注意 到 在 (2.69) 式 , 当 nw=1 时 ,有 

. 42. 


. Pb i £ 7h 
dils, 9=K (a, s] K| Jae | K (m, ORK (1, sdt 
b 
=| [K (s, SKG, 0 — K i, DK, s)1dz 
ü 
b i 
-| gà” ja. 
a 3, P 
5 rb b t, 4h, c, a 
Boi (m, 8) -| | | x( f M dia dd, i, 


EF Éi, Ur. n—1 


这 时 区 于 mw 利 肝 递 推 公式 人 2.69) ,就 有 
dum, S)— Kx, sd, —n | Ks. 50d, 4 (f, Ddi 


5 rh | rM ta, tt É 
Tr LEE = ^ 7 LE 
L. | Ei, 9， ; Janas dt, 


i; i, "t 
b pb 5 £1, fa, ttt, tn 
- | | «| K (æ, «Kl > Jets disas, 
e d "5 5, $5, tta Én 7 
(2.10) 


T, 5, Éa, Br m 
i 


LEES Ed 


8, ti, 55, TrA Hn 
(® A, uu" En 
K 
31, $, ur Én 


EP elo dO 
=K (æ, oF( ui ; )-&6 ox (^ E pe 


i, fa, tt. ti 5, M uii: En 


+~ IYE (s, io "ttg fai, - | 


$3, tt ts a; is 4 


5, f, o, d, g, t7" 
— K (v, »x(^ ə P) -Keg h” 29 pon 


d fa, Ttt, ba $8. a, 7. bs 


hood e 
-K(s, ox" ERE M 


hi, 55, ttt Pai, 8 
TOCXGRGALBU BUDE UI S CEU, ENR, M 


* 


hon 


b yh CEREA ee. Ta 
| | | K | iij i | d£; d£a---d£, 


HV QU ^ 5. Èis 7775 En y 


- oq qo fH, dy rn, 8 
— K " S 5) | tre | K E | dt df. - d£, 
SA Éi, Es, T3 Ls. 


-Ejj- bee o 


»" 2 Ék i, Er, Isai, ʻa 


à, ttt Eki, Š, Ber1, aa 


j | dt di 
kG once f 
| K x, 2 fas tt 7 an ated. 
ÉJ; ba, tta 
B. TOUA, 按 数 学 归纳 法 ， 即 要 证 得 对 于 任意 的 正 整 数 吕 23 
有 
ds Gr, 2-[ [~ 


[xt ha, da, nn, i Ji diedi, (2-71) 
9 &, fa, dg, te, Én 
于 是 ,同样 应 用 Hadamard 9i3BT (2. TII, 可 得 估计 式 
ldla, s) | &(n-F1Y ? MP (b—a, 
Mm, [jul BE 2€ 36 (2.64) — p, n[uEBBER dE (2.68) XE FP — A 


TANKA H.— Sic aic 
进而 得 到 以 下 的 Fredholm 公式 
pa Dla, s A) 
Tris, s à) DOS ^ (2,72) 
RARA ULT REL RURK D (o, s 2) 在 复数 的 全 平面 上 的 解析 
延 拓 , 旦 显示 解 核 是 和 的 半 纯 函数 ， 


(2.72) nl] Dle, s; X) 称 为 Fredholm 的 一 阶 子 式 ; DOE 
为 Fredholm: ZH. AWA XGEEKORU Fredholm 43k. 
注 8 如 果 核 «CEDE DIG AP OSOEO BE E. 


= odi 


数 ， 上 痢 的 辣 论 可 以 证 明 仍 然 有 效 ， 清 参阅 下 列 论 交 ， 卫 . Canlo- 
man, Math, Zeil, Vol. 9, 1I. 8/4, 1921; U. Y. MSINn, AAH 
COCP , row 62, Ne 9, 1944. 

这 样 一 来 , nf EX 1830 EJ F — e EH, 

3;EJE 2.B falos, s; A) SEVA FEX RP E RR Sk 
E- AK dk dj Fredholm 4 Dio, s; 33 4e DO) 的 商 表 示 之 ， 
这 两 个 级 数 的 系数 dale, D 和 国之 间 有 如 下 的 关系 或: 


da [ d. (s, $)ds, (2.13) 
ü 


EHI HTA 在 和 全 平面 上 是 半 纯 函数 ， 解 核 
的 极点 都 是 DOO HRA; 反之 , Ba DOO 的 所 有 零点 都 是 解 沪 
前 极点 . 
“证明” 这 个 定理 的 前 半 部 由 关系 式 (2.72) BATA. ER 
后 羊 部 和 分, 可 证 明 如 下 : 

设 ho DOO WA MEg, dH 

DO) —(0.—34)*D$405, Dalo) 4-0, 
AX ER AS 也 是 也 (am X) 的 二 阶 零点 ,也 名 
Ds, s X) — (&—39)! Dola, s; 45, 

其 中 Dils, 8; 2) kd — ^o IN JE ffoi CREDERE d, 它 的 自由 项 
p AERE m, SIRO. 

注意 到 , ATDA, KEERI- MAA 

D'O) = -| D6, s; A)ds, (2.74) 
Br EDS EI As 为 零点 的 了 D(z, s; 2, 有 
| DOY = CENH Dols, s; Mds, 

BERRE, AWA k1 EAA Dus TEE CUR E F O9)", 
Kieb ski AA ASA 也 是 表达 式 (2.72) 分 子 的 零 
点 ， 则 在 任何 情况 证 这 零点 的 阶 数 小 于 上， 从 而 得 知 束 个 分 式 


(2.72) 有 极点 一 Mo BL DOA) 的 零点 和 一 wo RE EE Pn, s A) 
的 极点 。 定 理 证 毕 . 


1382.10 84k F(s, s, 20 的 被 点 者 是 许 汰 方程 (2.51) 的 
特征 值 ; 反之 ， 齐 六方 程 (2.51) 的 每 一 个 特征 值 都 是 解 核 的 概 点 ， 
证 明 ir Acho ERR T G, s X) B m BR M ETE A= Ao 
ARIER ET h p FN: 
I Lf » EIC 8) G esa (5, 3) MN KAER £) 
(s, $ A) =r AOT CT ARE 7 T Ag) 
+S ale, $ 0—1), 


HARA alo, 8) dE v, sE Io, 5] 内 不 恒 等 填 零 . 将 这 个 展开 式 
f (2.16) BIS — 3X, BU SE EDA 以 一 0) 和 ,然后 令 和 一 和 wo, 即 得 


a. (m, s) =o], K (a, a(t, s) di. 


这 表明 系数 arlo, s) AE o ARTER * 的 任何 值 都 是 齐 
次 方程 (2.51) 的 解 . XENON e, S) 不 恒 为 零 , 6 是 齐 次 方程 
.51) 的 特征 值 . 

反之 , BE Ao 是 章 次 方程 (2.54) 的 特征 得, 我们 应 证 明 , 它 必 是 
解 核 的 极点 ， 否则 , 解 核 在 Ao 点 就 是 全 纯 的 ， 令 o) ERBA 
m 


pa) -| ET b ds--o 
的 特征 函数 , 由 Fredholm 第 四 定理 知 ,方程 


piz) 一 | Kw, s) p (s) ds dion) (2.75) 
BAM. MERAH s 近似 的 一 个 正则 值 ,方程 

po) -A[ Kie, S (ds d) (2.76) 
HRE 这 个 解 可 表示 为 


pla) =pl) +A] IG, s; Npots) ds, 
将 它 代 入 (2.76), 得 | 
yola) +AT To, m Whale— 


. d a 


-AF EC, {hols HAS TCs, t 0n co nt | sido, 
因 解 核 在 一 和 6 点 是 全 纯 的 , 故 可 在 积分 号 下 取 mA 的 极限 ， 于 
起 得 到 
Vo (2) iof C, s; ho) dis C) ds 
-20| KC, 9 bui s | LE, m hodie Odi] ds ifo Q2). 
这 样 ,方程 (2.76) 就 有 解 , 它 等 于 | 
bo (2) +f 2G, & Me) D di, 


XXEESECRAMR. BreA, 就 证 明了 定理 的 结论 ， 

A fzxaü2.9 5 2.10, 立即 串 推 得 : 

EH 2.13. Gg DOO 的 一 切 零 点 部 是 齐 次 积分 方程 [2.51) 
的 特征 值 ; 反之 , 齐 次 方程 人 2.51) 的 特征 值 电 都 是 DNA) HEA, 

H3 E 

K (x, $)—--Fs (2 TT) 

的 解 核 T, s A). 

按 前 面 所 述 , 布 

d= l, dole, sS) =+ 3, 


qoc 
d, | As08-—1, 
RE 


1 ; 1 1 
dim, $) =e ts | twt E) 外 出 一 可 (ats — m& Ug 
E 1 1 
a 一 - 
d. KC 8 3 "E 


H PEN ^ EF [i j - 1 u — Í — 
dyle, 8) 一 一 (o-s) -2f Cæ- E) E [十 的 — ds zl di—0, 
进而 有 有 da-d— 5-0, dalm, s) = dalaw, S) — 0, 
于 是 得 到 Jim, $8 A) eeta E (c-r) —- ms EIS 
AÀ)—1—23—- 
DE 小 一 3， 


+ 4f c5 


Piw, 8; AJ = AS 
1-2-5 
pp4 RIE 
q e M e" *tg (s)ds— f (a) 
的 解 核 . 


BHi K (m, 8$) — 7 —du(m, 有 ,所 以 
. i " . 
h= 1, n=- f d dec Le, 


1 
d4 (m, 8) — -g ] z l g7) 一 |. gh *3tte di 


1 
-i (es — | Yet ts — gets [ev d2-0, 


PW da—0(nzs20, daig, $3)—0  (nz1), 


于 是 有 Do — 124 go —1), 
Ds, 85) — gts 

ü . vL is, 8; ER 0 9e 

Im, 8: Àj DX) 加 2--A(e! — 1) 


3X EE, RNIT G HL 7E O2 79) LA qo) MN 
pz) — f (v) -af sapio. 


S7 所 得 结果 的 推广 


m--s-— E (4-8) — ws — zb 


(2.8) 


(2.79) 


(2.80) 


在 前 面 的 积分 方程 理论 的 叙述 中 ,我 们 假设 未 知 函 数 p(w) 和 和 
H BLUE f) RETER s 的 两 数 ， 这 个 变量 在 区 间 a, b] Py 3B 


化 , IG PCI UAE K (n, s) BARER o, s 前 变化 区 问 ， 


B ER 


3 p UM) RCM Ape Poe RUE ER pe Jak Pg i AE 2EES UU TR] E E 
ARX BEER EA AHI RRG DERE (M, N) 是 一 对 AMN 的 
国 数 ,这 对 点 在 上 面 记 提 到 的 区 域内 或 曲面 上 或 曲线 上 变动 , 且 在 


"43» 


积分 方程 中 的 积分 为 底 布 在 所 提 到 的 区 域内 或 曲面 上 或 胆 线 上 的 
积分 ,因而 积分 方程 可 以 写 为 如 下 形式 : 


PM) FM) c Ot, Nye()dos, 


这 里 我 们 只 写 出 一 个 积分 符 叶 ， 但 要 理解 为 这 个 积分 是 对 于 所 提 
到 的 区 域 或 曲面 或 曲线 上 的 积 和 分, 而 de» 是 柑 应 的 体积 元 素 或 面 
PERRA E np axe, 则 前 面 儿 节 所 投 述 的 理论 仍 保持 成 立 , 如 
设 变 点 经 过 的 不 是 一 个 线段 或 一 个 区 域 ， 而 是 风 个 分 离 的 线段 或 
区 域 , 前 面 所 述 理论 也 是 依然 成 立 的 ， 


$8 SO HBEAXAE 


Bil Bf 326 di HL, BOB SS SFEESUS JE RCULRU BUE UTE: 


v 8) 
K (iw, £) rn 
其 中 0-eci,H .H(e,s) J&—^- 5 BE. 
TTE n HEUS RD pA SIX BONOS RB, sd TEE 
为 


KGOM, M) ZEN (0-ca«m), (2.81) 


其 中 型 及 型; 为 如 内 的 任意 两 点 , Y OX PS SIS EBD. XTA 
奇 性 积分 方程 前 理论 和 Frodholm 的 理论 是 几乎 完全 相同 的 ， 下 
面 我 们 证 明 Fredholm ji ufi E) Fredholm Ar p E HOST 88 Y 


性 方程 首 保持 有 效 . 
定理 2.12 it 
| POM, 45) | «4, |Q, M) | e n, 


其 中 A A da X aC HE, HB Omuzu, 和 局 =n， 则 对 于 核 
K (M, Mj) =| POM, 4, QM, M)dM, 
有 有 下面 估计 ; 


9 AD ， 


G, MA et Em 


ahe me 


PM 
其 中 心 与 CC 是 正常 数 ， 
证 明 以 ro 和 产 分 别 表示 距离 M Ma 和 MaMa, 以 站 表示 不 
小 于 区 城 台 的 直径 的 任 一 值 , 旭 
|E CM, M) ZUR E xA 225. (2.83) 


Ti a Gn, Vj (2.88) "BS L5 3E — gola, 因此 是 一 有 限 
值 . 这样 束 证 得 了 (2.83) 中 的 第 -- 种 情况 . 

ti e-- 8n, XX BEAR EE M. 点 是 原点 ， 且 从 M aS M 
的 一 条 直线 作为 坐标 轴 a, 使 从 半点 到 Hi 点 的 方向 是 正 向 . 于 
dk AM n M. RIA AE SU AE (0, 0, --, 0) m (人 O, ee, 0), E 
(ma, Wa, t, FO) 表示 Ma 点 前 坐标 , 就 有 

r= $a r= (er) $a. 

将 (2.88) 中 的 积分 作 变换 3 一 ?7& (5-1, 2, -, n), RIA Ag x 
(2.83) A35 7k 


IE (M, M | wA ， désdés "dé. —— — (2.84) 
p| E —1)* + Èe] 


Hop p= | 局 加 现在 对 (2.84) c f BLA f tb 有 
dé- dfa dér =p"! dodë, 


其 中 dS dE Ab 6, Ea css Ea RIS A AA R EA R 


(£,—1)*4- 2 sr= p - 25-12 (p —-1»5, 


当 oH, TOREM (o 12. ud 十 是 有 
(£i —1)? 十 > T 


* B0 « 


HEK, mA 


n—l—ä 
E CM, Ma —- s í meei un 
[D+ xj 
m o0 07777 dpd8, ! (2.85) 
Benpchr 


AE TS IL PS RS S — 4-8 2 E — 1-18 397, E24 ot B7 WI, SILIO 


分 小 于 
dp 2 a 
TtT m a- J- 局 一 "d 
gb 8 是 单位 题 球面 的 面积 ， 于 是 (2.85) HERRERIA 个 和 
分 之 和 小 于 其 一 常数 , 因此 在 a-HG>wm 的 情况 也 得 到 证 时 
最 后 , 若 a-- 8 —n, WE (2.85) rp 3E SES EE AB BUR 


esito. 


— 2^8 In 可 
———— 定理 证 毕 ， 
T 2.18 HEREDAS, RIAL XM A ie 65 
ikdk RO 1. 
iH) XE KM, M) 具有 形式 (2.81), 则 从 定理 2.12 nf 
I ER m X EU PAP feri 


28| 


C y, 
|K pM i) «i ene 当 ma (m-—1)n70RB[, 


CO, M Tre 7 (m —1)n«.0 时 ， 
关中 em 是 一 个 止 第 数 ， 于 是 , 若 取 m 为 适合 以 下 不 等 式 


ME 


(2.86) 


Th — (x 
的 任 -整数 ,网 RQLM, Mo METRAM T, EMME. 
SUE uc BD TP SS VE YENER Predholm 四 个 定理 ， 
^c oi uis, A Fo 表示 任 一 函数 o COMO , E 
Ep - oM), 
Xr: b HI S 2g 
euM)- af E (M, MO (M 04M, ARO. 


若 将 记号 EBEL MAARTE 的 乘 冤 的 儿 个 多项式 相 乘 即 
可 看 作 是 寻常 多 项 式 相 乘 ， 例 如 
(E—AK) (E--AK)g— (E—33K9)p 
e(t) — | KaM, Mog MAM, 


讨论 方程 
p) a| EO, M)e(M)84M,-fD, (2.87) 


其 中 核 KM, MOS (2.81) 的 形式 . Emka (2.86) 
EFE 38 3, |] 73 58 (2.87) 
CE-- AE p fM) 
YS XD EUST 
(E — eK ) (E ek) (E — e" K) 
— EHAK +K e HTE, 
pene 党 ,于是 得 到 核 为 有 办 的 Fredholm 方程 
(BNE ga BFAR +R- +A" K)f (M), 
或 更 详细 的 号 出 为 
pM 一) | En, MyM UM 


= [CM) «| kat, Mj) f MS A Ms 


+a | EO, MO FMAM 
4x | kar, Mi) AGO)da — (2.88) 


显然 方程 (2.87) 的 一 切 解 部 满足 方程 (2.88)， 反 之 , 却 不 一 
定 ， 也 就 是 说 方程 (2.383) 可 能 有 和 解 不 满足 方程 (2.87). 
同样 定义 特征 值 ; 若 有 一 值 je 鸽 得 下面 的 积分 方程 
(E—AX,K)p-0 
XU SE eR AR, M Ao 称 为 核 K CM, MO 的 一 个 特征 值 ， 
BHS: 
* 5d * 


i^ EEB EM, HDA ARIE, HE Ao lR t>] 
SR A OEGHME—IESE). 以 po MO 表示 与 Mo 对 应 的 特征 A 2, 
因而 有 
"S 一 jo| K, Mopo(MDaa 0， (2.89) 
FE zT IER HIE GANGE, oo CM) dial 8 bL P 73 d. 
gu ( M) -rg | kso, M)eM)dM,—0, — (2.90) 


由 此 可 见 , 2T E K nM, MO 的 特征 值 ， 但 后 者 是 有 界 核 , € 
在 半径 为 召 的 国内 仅 有 有 限 个 特征 值 ,本 是 可 (于 ，M) ÆN |A] 
«usps ASSETS, Fredholm 第 一 定理 得 证 . 

2* gt(2.87) & (9.88) 的 齐 次 方程 分 别 有 7 个 及” 个 线性 
无 关 解 ， 因 前 者 的 每 一 个 解 都 满足 后 者 , 故 所 入 。， 但 (3.88) 式 是 
表示 有 界 核 的 Fredholm FE, 所 以 必然 是 有 限 的 ， 了 从 而 也 
是 有 限 的 .这 表明 Fredholm 第 二 定理 是 成 立 的 . 

3? 设 方程 (2.37) 的 共 锟 齐 次 方程 (如一 各 尼 中 =0 有 个 
线性 无 关 解 . 现 选 择 大 于 一 一 的 整数 mw, 使 下 面 诸 数 


71— œ 


&Ao, gho te, BT TAS 

的 任 一 数 都 不 是 核 下 CM, MO 的 特征 值 . 这 样 , m (ELS ede 是 

恒 为 可 能 的 , 否则 , 在 这 社 的 各 不 存在 ， 则 在 图 周 [A] = |%oi Ei 

KM, MDALAS AAE, aH y Fredholm 第 一 定理 . 

34 xx FER mE n, P LER, JRR (2.59) A (2.90 ETE. 
HE, a (2.900 写成 以 下 形式 ， 


CE — EK ) n (E — 8" A5 K ) gs — 0, 


"iid " (H — 8* Ao. ) gu = qu CM) i 
hi] {T CE T RN 天 ) ip: =: t, 


JD E shak 9-0, 
A=} 


* 53 * 


现在 , BHB [p OP eme K)pom esM), 同样 可 证 ，ga(21) 


一 0 

JURE AE UR II DAR, 可 得 

CE — g"A,R yp, — (E —- AK )go—0. 
XC BILE 13 7 38: (2.900 PSAE os CM) 也 适合 方程 (323.89). 

Editi 7; $8 (2.89) 5:02.90) 是 等 价 的 ， 故 当 方程 全.89) 的 线性 
无 其 解 的 个 数 为 了 时, 方程 经 .90 的 线性 无 关 般 的 个 数 也 等 于 
由 Fredholm 第 三 定理 , Jj d8 (2.900 (rj 3t du 7r 8 

(E — Ay") —0 (2.91) 
也 有 相同 个 数 的 线性 泡 关 解 。 类似 于 2^cBübp5,3t8877 38 

(E — roK DQ=0 
& —5 REATO., WUT ST, 

同样 , 由 于 方程 (2.890) A (E-K p —0 RE S HIER, X. 
WWE r'r, 

RAIA e 一 7, 这 就 证 明了 Frodholm 第 三 定理 . 

4" WEH Fredholm 第 四 定理 ， 必 要 条 佚 的 证 明和 以 前 完全 
相同 , 这 里 仅 须 证 明 条 人 忻 是 充分 的 . 

KUTE, RIER m> y. EE sho eho ”Xo 


WPR K 的 特征 值 . 这 寺 , 方程 (2.87) 和 《3.88) 就 完全 等 价 
T. FXE, m (2.88), 


m—1 . 
(B-15 K”)p— I UI 98K) —0, 
un m—1 
RGH (E se | VE -eK p- TI (E-e Kf] -0. 
但 hoe 不 是 核 C 的 特征 信 , 故 有 
并 
ti UM) e LE US SR LZ RK p-f] =o, 


依次 类 推 , 可 得 
(E - AK )e—f -—0, 
RI 278 (2 .ST RI (C2 88) 4€ ffr, 


. 54a 


AFIIUER(L.88), RC 54) 4-4 


d i (H — g"AsK) f, c )-0, (2.93) 
Ht o dg RO.91) m E-E. 
iu ti (E — s" AK ) f =fr, 
则 有 
0 (I — ho KO fs, n) (fs, 0) c eA CCS, 0) 

—(fioj—shf K'o = (fa, CE— 84K w) 

- CT] Gi ens Kf, (EKo), 
X dg T UE — SS Kf = fa, 
依次 类 锥 ,可 计算 得 


1—1 
f 用 《FE 一 JoR o )=0, (2.98) 
3523 Bi, ES JE E (2 030 又 可 写成 
"i —1 n 
Hu (A — 8" Xs K Ye 
=p 
—QE—AK >H (F6 hK o0, 


出 此 可 见 ， 在 (2.92) rp d RERS OR BET 8E 71S E 
AoK )g 0 RAMTE TE, ICI SIRE DS, 党 方程 
(E-K p 

的 自由 项 Fa EE REDEE X XD OS FE RUE ERST RT, 

XXE, RIER T Fredholm $903 BUNT GS dp DEI S eb PE 

Um JEU, A A PETTE (2 870 ESL EL, 则 称 这 样 的 % 是 下 
Aj. XA eng, ME (2.97) 有 有 了 瞧 一 和解 .这 是 因为 齐 
次 方程 . 

VOD 一 和 | 到 (和 而) 由 Cd -0 


只 有 和 零 解 。 寺 是 上 redholm 第 看 定理 的 条 件 对 于 任意 函数 OM) 


- 55 。 


自然 满足 ,因而 方程 (3.87) 是 可 解 的 , 又 由 于 齐 次 方程 具有 等 解 ， 
可 知 方 程 (2.87) 的 解 是 唯一 的 ， 


$9 PR EX 


对 本 茶 些 税 分 方程 , Tredholm 定 理 可 能 不 成 位 .例如 当 积 分 
方程 的 积分 区 域 为 无 腿 时 , 或 者 积分 方程 的 核 不 是 弱 奇 竹 时 , 就 会 
出 现 这 种 人 情形， 这样 的 积分 方程 我 们 称 之 为 属于 奇异 情形 。 奇 弄 
情形 的 积分 方程 不 属于 本 书 讨 论 的 范围 . 

下 面 誉 这 类 积分 方程 的 两 个 例子 来 说 明之 ， 

pio. Xn 


plo) eM eite Gs (2.94) 
的 积分 方程 ， 当 X=~ 一 二 时, 垣 有 解 p(o) — et, 其 中 = 是 实数 . 


换言之 , 一 切实 数 X> 忌 者 是 方程 (3.99 的 特征 值 ， 这 表明 在 》 
的 有 限 区 域内 ,方程 43.94) 有 无 穷 多 个 特征 值 . 
事实 上 ,对 任意 的 实数 &, i p= en 代入 方程 (2.94) 的 右 端 ， 
并 引进 代 换 42 一 s=4, 则 有 
‘| e MM TORIS ‘| e iolote dz 
一 M oone- 9 di- f pg too td 


02A je 
J+ g” i 


Bid, MON L9. 时 ,er ORO RE 2.94) UR. 
816. Xm 
pv) A sin (mss) ds (2.93) 
的 积分 方程 , SUR m Ey 之 时 ,方程 (2.05) 便 有 无 穷 多 个 线性 区 


-* 5Óà 。 ! 


XR, 

式 中 是 任意 正 效 ,以 上 我 们 只 对 A 一 VY Z REHN S A= 

一 /之 的 情形 是 类 似 的 ， 
考察 复 变 画作 


os 
a? -- s 


(=t ii, 
式 中 zw>0 是 个 参数 ， 电 网 图 vl 
FOE ESEOFGBLEE RON CIR 2m a) FIERI. [txhiuE 
的 Eo, EAE BL XE On 2.0. Eau NS eRERE- 8, RI 
PEDAL Cr, 应 用 留 数 定 理 政 得 到 
|. OLEIN F (2)d2 — 2i lim (z— ad) F (2) — met, 


(2.97) 
再 计算 FGO 在 Cs BAP, SDEULAS = Re, 这 时 有 


N un e eg 98 sia g rcf mos epig e dg 
EL reos CETT t 
am g 7! xin e pg dë 
<f RU — gh ' 
Pj Roo Bj, 于 式 趋 下 零 , 由 此 联系 (2.97) 式 , 即 得 


Ten 
| F (e d: =me *, 


ns a 
进而 有 Ref F 3a-2| 2E sds mgee, 
即 有 


E sSin(ss)ds — 


SU Qum 
o a? g’ - (2.98) 


努 外 ,不 难得 到 


| e 9 sim rs) Js= d | [e otto — g^ ‘ottmys] ds 
0 d$ lo 


„Af 


ELA (2.99) 
adm 
£4 b Ef E (2.98) (2.99, 最 后 得 到 
/'9 qm —as 
NEIN sin (ws) fe GENEE m | 一 人 元 了 Ce ". 


这 就 证 明了 当 NEP Jig (2.95) dt fg 


PD) TO Au Vp 


" 
r 


eS d | ee nad 


第 三 章 积分 方程 组 


在 这 一 章 中 ， 要 把 于 一 章 的 结论 排 广 到 Fredholm 积分 方程 
组 ; 还 要 讨论 一 类 在 应 用 上 频 为 重要 的 积分 方程 , 在 积分 号 下 出 现 
JCSECK ATIS AC, 证 明 对 于 这 类 积分 方程 , Fredholm 诸 定 理 也 都 成 
AL. 


$1 cR iE dide 


为 了 后 面 的 需要 , 这 一 节 里 , 我 们 要 提 一 提 有 关 回 量 和 矩阵 的 
一 些 术 语 , 记 号 和 性 质 ， 

考虑 某 个 变星 的 % 个 有 确定 次 序 的 咕 数 p, e, pa), 
它们 部 定义 在 同一 个 区 间 [z, 561b. 一 般 说 来 ， 这 些 国 数 都 是 复 
PRX. dE dx n AERA qam), oe, pum) 09 2 X RE, 
W g(s), Kp 

PED = (Pi, s Pn). 

向 量 g (是 变量 5 的 隙 数 ， 为 了 与 向 量 谓 数 区 别 起 见 ， 有 了 时 把 普 
388 pi Zr CERT a (0), pa (22 5E SO RAI CE C 

所 请 两 个 向 量 相 千 , 是 指 这 两 个 向 量 的 对 应 分 量 都 分 别 相等 ， 
两 个 向 量 plo — (pu cns Pa) I] drin) — Ql, cn de) REE ph 是 
J& ELT 2 R98 x07 Xr Eit be Xr. 


qu — > pap, 


K Kai Tt Kin 


显然 ， ed — bo. 


设 K ~ (EK)= 


和 


Jp ER, k=l, e, oU IAS Hrn, IPR 
K a YWA e, s AUT EL, " x. o En. 3), -AE 
iE EARR RURE A CA, Emp LR EDAX K — K (e, 
s), B we pE EASA ( Elem) Ej B Bi (, 
m=], ee, n) JJ BUE dE EL C — > ABr TRU e WrAREEO 
= (Oa) Cj, k=l, =, m), 即 Oy dB EE A 58 3 11-5 JE PE DB BU 
5s k FRAR RRR, id OAB, 

ALB pu E S AERE RU CE, Eaha EE BO PEE Pe ko 53 DR 
AB EET] BI CRER AEE D ERA R utt AB EA e GRISE 
与 原 矩 阵 为 


p= (pi, er, Gad, K =f o 2e. , , 
[tj Ej zr 8 Sg 85 15] e En A PEE 2g 
p=(p e, Pn), K =| eeen MED TE 
Ea E po "tt K,. 


30158 [e 和 出 
K*-—-(K,5, KK. 


Ku EK E, Ki Ky e Ka 
Bp K= Ka K as K 4. E: Ks K 2 K 
K, K aa e.. Aa K 4 Ka ub K nn 


HI RRE 4 WREN 
dum Sj Asp (jmd, m) 


dug p= (pu c Pa E) SE IT Gu s, s, yx T- 3E da np (5j 
PA. did y 
dr Ap, 


LI 8,80 " 


如 泉 同 时 又 有 一 Bo, Xi RB. RERNE o 是 一 个 向 量 , 将 此 式 
代入 上 一 式 中 , 得 
i — 4 Boc —O qw, 
Ue EPI, A 是 某 个 矩阵 , JH dep eos o E b 
Hemd. HER, np 


drap — o ATi, (*) 
其 中 AT A dagse kp, 
» ^ pni d 
go 


(pi^, en QD), pP — (ep, s, pP, un, 
ph (p. . M 

的 线性 组 全 是 指向 量 

ji 3 0,99, | 
其 中 Oel, e, p EAA, — REL UdENERUM. 这 个 
同属 是 以 

中 = > Op (j—1, +, m 

作为 分量 前 向 量 ， METERES O k=l, e, r), iE 
对于 所 考虑 的 问 量 的 定 六 区 间 内 的 所 有 值 便 有 

Tow%®—0, 
或 同样 地 有 BO" ~ (j=l, =, n), 


ZDLCDEIIIE TUE ES EAGLE EE 

的 ， 对 相反 的 情形 ,就 称 为 向 量 p0,，…，90 在 其 定义 区 间 内 是 
线性 无 关 的 . 

我 们 称 向 景 或 护 阵 是 有 界 的 .连续 的 、 可 积 的 ， 基 指 它 们 的 所 
有 分 量 或 元 来 莉 分 别 是 有 界 的 .连续 的 .可 积 的 . 

WIRE o) = (p, …。 pa PI PCa) = Gu, s 由) 都 是 在 区 
(Ra, 如 上 可 积 的 ,定义 

(e, 用 -| oa) PO do, 
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则 下 式 显然 成 立 : 
(qp, dr -- h, p), 


§ 2 Fredholm 积分 方程 组 
在 应 用 于 常会 过 到 如 下 形式 的 redholm 积分 方程 组 
Po) -AÙ | Kale, Spd =f (一 m), B.D) 


其 中 Kal, 可 和 方 to (j, 1—1, e, o EPA 2808 a RER 
PESE. 而 prle), e, p ERARA ETERO TEH. 8] 
Big Eu, RUN E e A E. 
我 们 引进 记号 
pu) 一 《Di 
K ís, 8 Kasin, s) -e Ka, 8) 
Ka © Kalv, s) ee Kum, 8) | 


Eni{r, Ù Kals, 3) -e Kum, 8$) 


fi = (iG, s fum), 
则 积分 方程 组 (3. 全 可 以 写成 向 量 形式 的 积分 方程， 


No—e(2) -M K (e, o )ds fæ), (3.2) 


AER X (o, s) ARA EE RETI ER.) ETT. Bg, x Ris) E 
形式 的 方程 和 通常 一 个 未 知 函 数 的 Frodholm 积分 方程 在 形式 上 
没有 仁 么 区 别 ， 它 们 的 相似 之 处 不 仅 基 震 耐 的， 前 面 有 美 一 个 
Fredholm 积分 方程 的 已 知 结 暴 , 几乎 不 需 作 任何 改变 ， 就 可 移植 
到 由 方程 组 (3. 力 改写 而 得 到 的 向 量 方程 (3.3) 上 .， 因而 , 我 们 把 
[6] 5 73 8 (2.20 ER Ug Fredholm 积分 方程 ; 泄 方程 组 (3.1) 称 为 
Fredhoim 积分 方程 组 。 

庚 谓 积分 方程 组 (3.1) Ca [HE Hb n] i 27 88 (3.200 9 — t fE, 
Jed nr PEE pw), ce, gum) QI ESL FERE IER I] 8k e (2) — (o3, 
- 62. 


K (m, 8)— 


9,9), dU THIS ARE CO UC Ja] SANA 3g 73 (3-29, 
就 得 到 --- 组 恒等式 . 
Jp 
N= Gn) - -af x (a, s)b(s) ds= g(a) (3.3) 
称 为 方程 (3 23 fp 3E eu, dg ut y 4E, 其 中 dri) 是 & R nj BE g (m) IE UL 
Ap RI bs uu 
Kt, 9) - E'G, a5. 
这 里 K" Jes OK WFE PF 与 亩 量 方程 人 .有 相应 的 数量 形式 
方程 组 是 
各 一 
它 就 是 积分 方程 组 局 .所 的 共 力 方程 组 . 
容易 验证 , ET EE CHEAP RPPAIES EE pA yla, BATER 
Bh. 
(Np, d) = (o, IN. 
事实 上 , 按 和 定义, RITT 
(Ne, DD =| Jow A e, So ds iG do 


- — bo. 
= | p) div) di — «E | b (s) E (v, s)p(s)dsda, 


! To 2. UL[(BOOL—— -.... 4 
(p, N=) oin) | dra) -il KT (s, a) (s)da |da 


[ qa) Pado -A| | Qm) K? (s, gts) dade 


t ra re 
一 | oteybt da | | pE e, 9P dsds, 


JE H E PEH h RR ER a AEJ Co, BUS. 
GAK (m, pD pI RKT (a, s) vw) , 
M qi BESSER 
(Nip, d = Cp, Nb), 
XE [8] St AU REC EDGE PEL 1 Fredholm 积分 方程 的 所 有 
结论 . TAARN RR 0.2) b xx S AE 
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REG AEG À dE, dp x8 证 站 一 和 只 让 月 限 个 组 性 无 美 解 
OS €, STAMAR ESA IN p — 0 也 有 同样 个 数 的 线 
EAEE), 
好 果 齐 交 了 向 量 方程 Np 一 0 3AE, MaE y di Ng 一 了 
对 于 任何 吉 广 的 向 量 了 (4) 者 是 唯一 可 解 的 ， 如 果 齐 次 向 晤 方程 
Np=0 有 vv 个 非 索 解 (向 曲 }, 则 当 和 且 仅 当 向 量 了 (xw) 适 会 以 下 条 件 
Cf, 0 —0 (j=l, =, r) (3.4) 
时 ,人 向 量 方程 和 gp 一 fw) 才 是 可 解 的 , ix YoabU, e, VO GDA 
td d gg NU LO SSHON PUE XL X KE 
3 3 一心 时 , 即 弃 决 向 量 方程 No-—90 ERG GEXAL, ND HE 
X A 4(3.2) A E AB IE K (m, SARRE TE, S30, AER 
量 方程 Np—f (e) 的 唯一 解 (向 量 ) 可 以 用 它 表 为 
o) =f (a) +| TC, 20 f Gods, (3.8) 
FAZ, SJA EDOD, MRE P», s A) ACT BIER GÉGE 法 
作出 . 
tek E P (m, s 3) EE E, XE AREE m, s 65 0:5, 3E Eon JE EE 
号 而 得 到 的 皂 阵 (op sA)—17(s, 9; ÀJ, 3t 36 98 e HE I 4E 
(3.3) AARE K" (m, s) 89 SE ARE ES, 因而, 向量 方程 N'b—g(a) 
的 解 ( 向 量 ) 可 由 下 面 的 公式 


pla) — g (a) H[ rho, s: 20g (s) ds 
表示 之 . 

在 zy>0 的 情形 ， 即 齐 凑 向 量 方 程 Np 一 0 和 Nw 一 0 MAAE 
零 解 (向 量 ) 的 情形 ， AEAT ARAE, RIDEMA T (o, s X) 
Roni, mf RhAYTROOOSAN, d AGI UAx89Xx 
Qc) X 6 xd Np-—f(a8—4H. 

正如 我 们 站 上 一 章 37 EIBAR xk—cpuSiu EI 
到 积分 是 屡 布 在 区 域 或 曲面 王 曲 线 上 的 情形 . 

主 面 有 头 积分 方程 组 的 这 些 炎 似 于 一 个 方程 的 鱼 尘 ， 可 以 利 
* dl. 


用 Fredholm 本 人 所 担 出 揭 下 述 简 单方 法 而 得 到 它们 的 证 明 ， 把 
14 PUH (GL DHEA- HERPES GUERZY TERR, AY EE AE ER 
n 个 同 冬 的 区 阿 所 构成。 MERA RR. ARRE f p A, 
我 们 以 % 一 和 的 情形 来 说 明之 : 

考虑 积分 方程 组 


b 
gi (a) = fi (m) | [LX (o, 8)9x (o) + Kio (m, 8) a (s)]ds; 


palæ) — fala) 2 [Ks (2, Dp) + Kos, S) po (8) jds. 


(8.6) 
^" TAE 1HAbs—4O0:8, Xue xd De, 也 作为 积分 方 
程 的 基本 区 间 ， 这 两 份 区 间 相 互 疗 无 联系 我 们 认为 ， Rp M 
在 第 一 份 区 间 k, W 
| JAM) 一方 Ca 
MPR MERCHE F, WI 
FOOD = FUOD, 


类 介 地 , 我 们 定义 
qi GM), HA M 在 第 一 份 区 同上 ; 
pO) =d MEME 
ga (M), 94 xà M 在 第 二 份 区 关上 ， 
对 核 芋 ( 开 ,型 妇 用 以 下 方式 确定 : 
CERO, MO, 4AM MG REA — Ur EELE: 
Ka (M, M), 5A M 在 第 一 份 区 间 上 ， 点 M 
在 第 二 份 区 间 上 :} 
Kal M, Mj), 2153 M EBOEK E, A M 
£E98 — Or E IRL Es 
CE asCM, M, LER M M 都 在 第 二 份 区 间 上 . 
这 时 ， 方程 组 (3.6) 不 归结 为 如 下 一 个 积分 方程 ,其 积分 基本 区 间 
J EARE Le, 5 组 成 的 , 邮 有 


A 


PM =F DHA] KM, Mdp Modom, 
积分 古 对 两 份 区 间 La, 5 BC, 这 里 dori 一 ds 


K(M, Mı) =; 


TE E.-— x E tas, 车 训 点 所 过 的 不 此 个 区 癌 , 而 是 天 个 分 部 
HJE. Fredholm Bj 44 2sé Gv RET). 


$3 Volterra 积分 方程 组 


如 果 Fredholm PHH DRE D riy Kalj, 6-1, nun) S 

RUPBIBNBAETE, 
K ub, $) —0,?5 qxcssmuhb (j, Sd, e, mn), 

就 有 如下 形式 前 Volterra 型 积分 方程 红 : 

pile) AM | Kao, s)p,(s)ds-— f(s)  (j—1, e m), 
或 写成 器 量 形式 前 方程 . | 

pix) -a| Ks, s)p(s)ds— fa). 

Hpi er) 与 fo) ERE K (w, omg X I] E HE, 

如 司 一 个 方程 的 情形 一 样 ， 对 上 列 形 式 的 Volterra 积分 方程 
给 ,可 以 证 明 , "EXE HE A pid- :的 解 ， 由 于 其 推导 过 程 没 
有 洋 夺 性 的 困难 , 这 里 就 不 熬 述 了 . 


$4 一 类 Fredholm 型 积分 方程 


Uc EF ERREGE HH $&, Au, 0.RE.G, 38 
TORE US EA f 5 ovg EDAM EXE 360] 3 o0 401 C ARAA 
积 的 .在 实际 中 (例如 参阅 [LI 、[13]、 后 ] 等 ), 我 们 会 遇 到 如 下 党 
式 欧 积分 方程 . | 

Lo-o(04| Kit, oco) ee Katt, pio dr— f(t), 
(3.7) 
Hone AGES 这 类 积分 方程 的 特点 是 积分 号 下 出 现 共 
狗 未 知 荡 数 .。 这 … 节 四 要 论证 对 站 这 类 积分 方程 , 如 芋 章 所 论述 
过 的 Fredholm 理论 , 也 同 样 成 立 ， 
: BB >» 


以 s RIRES T BIKER 于 是 有 
dr — dz, A -U, Iz'1—1, 


RELANSE COO SCORHNON. BUS, 积分 方程 (3.7) 可 以 写成 
Zp 一 的 十 | KG, eG) ar 二 | Ka, Dpr drf), 


(8.7) 
我 们 称 积分 方程 
L'üb( +| Kio; Npa) deo Kae, DP) dg 
(3.8) 


为 积分 方程 (3.7) 的 共 轻 方程 , Harp di QD REOR A e C, g (O0 SE DORT 
m. 
ALT HERR T RIPARSÉE eCO RI b D, 0 


CEPR pO TB. 
在 汪 明 ， 对 于 两 个 可 积 的 任意 丽 数 9 (人 与 由 (六 ,有 以 下 等 式 成 


上访 


Re(Lo, f) —- Re(o, L'y). (3.9) 
事实 上 , RE ATERRAR p CORR OO SOS. 


(Lo, d) -| 9|» + | Kia, Tov) ds 
十 | KG, vp) ds jdt 
-| PO) dit |. | JOK i, Tolr dvdt 


二 | | PDR, TBTI did 
而 
(p, Lb) 


p +| Ki (y, HPT da | Ka, Dri) dr dé 


=| p 


a 


=] POPS dit j| l PiK iir, hr ds df 


. 7. 


+f È POE, Ddr dt, 


上 上 式 右 端 第 二 个 积分 等 于 前 式 厂 端 御 二 个 积分 ， 上 式 右 端 第 三 个 
积分 变换 上 与 的 倍 置 后 ， 丛 好 是 前 式 右 端 第 三 个 积分 前 复 共 皮 
值 , 从 而 就 得 出 筹 汇 (3.9)， 

ACPÀxXG., sin Lu L aiT, dE 
Ks(t, D 0 EHE, did 3k Fredbolm 方程 的 情形 , 公式 (3 .9 
等 价 于 已 知 公 式 

(Lo, d) - (p, Lt), (8.10) 
事实 上 , 这 时 有 Léo—ébo, 因而 在 公式 (3.9) pda o0) 38 
ip{ 旭 ， 并 将 所 得 出 的 等 式 与 等 式 (3.9) 相 加 ， 就 可 得 出 公式 
(3.10)， 这 个 公式 在 上 章 85 和 中 已 经 出 现 过 , 形式 上 是 完全 一 样 
的 . 

EARO. DHARAH FE e'() (0, EASE 
(3.7), 则 得 到 积分 方程 组 


e) | Kal, Decoder | kia, pr (drf), 


eG e| KG, Sec dcc | Kia, ^p coa 70). 
(3.11) 
fn Rr RE (9.11) HE pO, p CO SOS AIR W 
e*( - «5, (3.18) 
则 就 等 价 于 一 个 方程 (3.7). 
我 们 暂时 不 管 条 件 (3.12)， 而 把 (8.11) 作为 具有 阿 个 未 知 本 
Ao 5 e'CO 的 积分 方程 组 来 考虑 ， 它 就 是 第 2 节 所 考虑 过 的 
Fredholm 积分 方程 组 , 我 们 把 它 写成 向 量 积分 方程 的 形式 ， 


Nd.es(t) +f E t, TB dye F (0, (3.18) 
其 中 PG= ipat), p) 
ERANA, 而 
,68， 


KiG, 7) Kal, Y 

KG, v= (Ri ji | 

fe E sg f REPERI E, Kit, v) Ana IOCIS HZ, 
A fé (3.13) fj d Se ar ox qu] e RE 


N*'X—X (0 -f ETG, DX (Dr dr=0, (3.14) 
I 


其 中 X G) dé ARI Ie E, 而 
———— f(KivD0 Kr, ù ) 
Kim, J- err z | 
Kals, i” Kair, DE” 
对 于 任意 两 个 可 积 向 量 Po X (O, REDE 
(D, X)— | 2 (Y X (D df. 


对 如 同 在 $ 2 中 记述 的 ， 易 于 直接 验证 ， 对 于 任意 两 个 可 积 向 量 
POALE, HUAFA: 
(NO. X) =(P, N*X), 
我 们 记  X(0— (40, O Vw - QO, 90». 
于 是 向 量 方程 (8.14) Rp EJ pic og 


, P= GOD, FD) 


PE +| Es (v, 6 I (v)dr —0, (3.15) 


其 中 Ki, D- e HT? Kim, 4! 


E, Dx Klr, t) 

如 同 向 量 方程 (8.18) 是 积分 方程 (3.7) 的 相应 方程 组 一 样 , 向 
量 方 程 (3.15) 恰 好 是 齐 次 积分 方程 上 一 0 的 相应 方程 组 

由 积分 方程 (3.7) 的 解 ,就 可 得 到 积分 方程 组 (3.11) 或 向 量 积 
分 方程 (3.13) 的 解 , 反之 也 然 . 

事实 上 , 前 者 是 显然 的 ， 即 车 (人 是 方程 但.7) 的 解 ， 则 向 量 
TO= eO ,yp( 有 D) 就 是 向 性 方程 (3.18) 的 和 证， 上 反之， 如 果 向 量 
$00 —(pQ0), ( 科 ) 是 方程 (383.18) 的 解 ， 则 通过 村 方程 (3.13) 到 
复 共 思 值 的 方法 , 可 以 实 接 看 出 向 是 Qi — (p (D, eO dy 
程 .3.18) 的 解 ,因而 向 量 
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ac) BD IBD oD), 0, 
e) 7 1. te) e» 0] 
也 满足 产程 人 3.131， Eia Qui iT RE Eg EMA, BTE) 
B3.12 88, MA wi 就 是 广 积 (3.7) 的 解 . 
现 让 考 疑 方 和 1. 六 的 疗 狂 方程 
Lp-9 (3.168) 
AUR PV EB) P 2A [np ZR 
bi «| KU, DODA, (8.17) 
p 


由 于 方程 (3.16) dERY'ES AF p EN RÉUM 
解 , Wn Op (C 是 任意 实 常 数 ? 也 是 它 的 解 ， 关 O DELE, 一 般 
米 讲 , 这 并 不 正确 ， 央 而 在 这 时 以 及 下 面 , 我 们 对 方程 43.16) 的 所 
谓 解 的 线性 组 合 太 解 的 线性 无 关 性 等 总 是 指 在 实数 域 上 的 组 合意 
义 下 考 虚 的 , UAR. 是 狭义 的 ， 对 寺 疝 量 方程 (3.1) 的 解 的 线 
性 组 合 及 解 的 线性 无 关 性 等 仍 按 通常 意义 , 即 在 复数 域 上 考 志 . 

直 画 证 明 ， 方 程 亿 .16)( 在 狭义 下 ) 的 线性 无 关 解 的 个 数 > 等 
于 向 量 方程 (8.17) (在 通常 意义 下 ) 的 线性 无 关 解 的 个 数 x. 

设 方程 3.16) 的 vz 个 Gp X TOERTEXO S o. 9? (0 (371, 
ey), NL 7S (LUD US fip 9 (0) — (9? (D, g'? (00-1, ^, 
s). IXUSERO RLOTEGE MEE X POSRTEJLOERy. STELLE, 设 


$3 000G) - 0, 
j-1 
S&P O; (j-l, =, 四 都 是 复数 , 即 
- Yap 一 e EY aa 
pat apt C5 = 0, 名 99 (£) = 0, 


WEAF p?(0:ij—1l, c, co FER peg TE GO FE, 可 以 得 出 
Gj-C,;—0, Cs O,— 0. Cj, v) 
从 而 所 有 Oo --, C. STA. XX NAAREDI | 


PS. 


d 


RAe, EI E 
. 70 ， 


PP pp) C1, p) 
旦 方程 8.17)( 在 通常 总 名 十 7 和 的 线性 无 惟 解 ， 划 一定 可 以 利用 这 
下 向 天 解 作出 方程 (3.107 D] I] E c (在 狭义 下 ) 的 线性 无关 
AR. TUNE WE HH. ph BUSPXS, DA. 

BI (gts, gU Ged, e, n) 

b BARESI RAe Wu, EPDE PP, e, (UO CO ROERTE 
组 合 , Hp 

JED = > CDPD j=l, in, m), (8.18) 


这 里 Oa (3, 1— 1, o, au t E 0E 
ER, 对 于 任意 定妆 o0, [BERE 
Oe APO (j=l, = 9) — (3.19) 
EAEE G.T mg Hoa 
wE) o sn yo 
DUE E 
oup? (E) + esp" P CE) 
正好 是 第 一 个 分 量 of CO HARM o0). BE, RR CO 
(j=l, 站 就 者 是 方程 人 .16) 的 解 ， 现在 来 说 明 , 总 能 选取 党 
数 os, 使 得 函数 中， 02 站 是 (在 狂 区 于 ) 线 性 无 关 的 、 CE 
XE, BEETA Hii o H =L, ee, w) 4E Sc HC E EXE 
相关 ， 则 向 量 AD Gsl, e, m 性 相关 {具有 问 样 系数 )， 
因此 ， 联 系 向 量 OUO pu DOE 的 线性 变换 的 行 襄 式 永 该 等 于 
零 ， 但是, 由 式 (8.18) 和 :3.19) 可 知道 , 这 个 行列 式 等 于 
aC ta aC Ca 


aC £C ag 十 E +*+- aC, 


"ORROTUERRER Bod FORO QUod à oH OE m à Row HO RR OR RR REIR 


GC, aC, aO , d 
Cu Hé Chia Ttt C. | 
— a er CP Can 
+ 
Cu C ia Ou 6 


«Fle 


Huh 8 一 二 .但 是 ,我 们 总 能 这 样 选 定常 数 o, 使 得 这 个 行列 式 不 
STE RASAT. MU, 对 于 这 里 所 选 定 的 常数 值 a, 函数 
DD (joi, =, DEER PREL., EAEN, A 
L&P, 

这 样 一 来 , 就 得 到 了 vv 一 以， 结论 得 证 . 

在 上 述 证 明 过 程 中 , 我们 看 到 了 , 在 求 得 Fredholm 积分 方程 
(8.1) (在 通常 意义 下 ) 的 线性 无 美的 全 部 解 (o7 (D, o0 02) 
一 二 2 以 后 , az BER EAA Pp EZ S BOE D. Gp? (0, 
e (D) G1, e, v) 的 线性 无 关 解 , 因而 也 就 求 得 了 和 齐 次 积分 方 
Fe .16) Ci Pe LT FORT CHEER PEG OSA O (1, e, 
PE, RER T Fredholm 各 分 方程 (3,1 引 或 同样 的 方程 组 
(3.[ 了 ,就 可 解 出 积分 方程 3.7) 了 .反之 也 然 . 

RMF ERMAR H Fredholm 理论 , 对 于 方程 (8.7)， 有 
THRHR G: 

命题 T， 齐 次 积分 方程 了 wp 一 0( 在 狭义 下 ) 的 线性 无 关 解 的 个 
HEAR, SOL ECT OCA SERA dE Lu-o(kFHE 
义 下 ) 的 线性 无 关 解 的 个 数 。 在 此 用 表示 这 个 数 . 

SHE NX. 如果 章 次 积分 方程 Lp 一 0 AARTEN, AZ 
Jta se pode LYRE RN, n apod 2E Lp f) 
A TIER XD Sds4t 了 (8) 总 是 唯一 可 解 的 . 

SE III 如 果 齐 次 积分 方程 Lg 一 0 有 异 于 堆 的 解 ， 因 而 其 
HHFF A Lhb—0scpiput, 则 非 齐 次 积分 方程 Lp= f(s) 
当 且 仅 当 右 端 画 数 子 (所 满足 条 和 件 | 

Re(f, $9) —0 (j=1, =, v) 
ETA, ix E YPE, e, OD (0 2E de Eo Zo 42 L0 的 所 
有 (在 狭义 下 ) 线性 无 美 解 . 

ENA EN (3.7) 的 积分 方程 有 上 面 三 个 命题 成 立 ， 所 以 
(3 .六 也 往往 被 称 为 Fredholm 型 积分 方程 

下 酒 证 明 关 于 积分 方程 个 . 妇 的 上 上 述 三 个 命题 
1 7294 


JpuEB d T. Ae Ay aita E fn EGRE T d£ 3E UP COR 

L^b -— 0 32H PERITSH ERE 4203.10? , JC SRECESUL EH o3 

X im ObOD, EI OD) 
PTEE XX NH; RAE WI AGO, VOD 5 n u$ 7r 
(818) RI SF HERE 34 fft X COL PUUXGA, Dur QD, 
es IIo deos Aia Lb o EAS TOR EE Eug SD, Nui 
7 D, pP (37-1, e, v) EJETE CULTE (3 150 POL Bp E 
EX TERREA TE [5] t GEO, 17275 (3-1, e, v) JE TL RE 
HEGINER KATEG 01D 8 WE Cre d 3 CO RET 
基 解 . 根据 Fredholm PA FS GA, —Óep JE i6) par st 
HEBD A B. d pf RU EE, De, Home 
的 一 对 方程 Lg 一 0 和 =0 也 有 问 样 个 数 ( 在 狐 义 意义 下 ) 的 
线性 无 关 解 ， 从 和 而 命题 工 得 证 . 

证 明 命 题 [[， 如 时 并 次 积分 方程 Lp-0 paie, 刚 方 程 
£H (8 L0 f) Pp x IP EU LE AE SE ERE, "PS, 方程 组 (3.11) 半 于 任 
WAA FO SpAXEUE nies, MAE ou) ix RBW— 
^3. BET EL EBBAid. miht ,有 也 是 这 个 方程 组 的 解 , 由 
TREES SE TE, REA IH "E = TO BLZ Bi 90D Ur Lo-— 
fO HE qt Mmm If, 

证 明 命题 IT， 为 使 积分 方程 Lp 一 『 可 解 ， 必 须 而 和 且 只 项 积 
分 方程 组 (3.1 了 或 者 同样 地 向 量 方程 但 .18) 是 可 解 冲 ， 由 上 节 关 
T Fredholm 积分 方程 组 的 结论 一 … 等 式 (3.4 H, 积分 
万 程 组 人.11) 或 者 同 祥 地 血 量 方程 (3.18) 为 可 解 的 充分 必要 条 件 
是 满 走 等 式 

(F(D, APY = (j=1, =, o), (8.20y 
Ap aps X0 00 (j— 1, RARE. 15 "Jtgusr uU Jp 88 
(3.140 f) A Gia EE XR ECT MU) fX PERDER gGüb pu E F(D-— 
GO), FO), 
由 在 合同 T IS SEBTRERe I! Bra, n] ELE IR) H 
KPG WEE, VP) Gel, --, 9), 


1 T3 c 


Eep pO G= e, vr) ÉSPUCBUSAERE Lb —0 的 所 有 (在 狼 
义 下 ) 线 性 无 关 解 ， 因 为 
FOX HD =f OLT + FOE ADE, 
因此 , EA (8.20) 可 以 写 为 
0— Qr), X0())- Í JF) X90, di 


- [ro $9 dt l. ODPD FS dt 
一 [5 (Dir? Q» di+ f fs) at 


一 2Re NOUO di 

—2Re(f(D, POO) G=, e, »), 
Br s. Relf, 40) —0. (j—1, =, »), 
命题 III 得 证 . 

如 同 通 带 的 Fredholm HHA ERR ATERS FEA 
ERARA Fredholm 型 积分 方程 (43.7) 也 可 以 利用 解 核 把 
这 个 方程 的 解 表达 出 来 . | 

从 上 面 的 证 明 中 ， 我 们 可 看 到 , 研究 F'redholm 型 积分 方程 
《3.7 的 基 磺 是 建立 方程 人 .人 的 求解 癌 题 和 Fredholm 积分 方程 
£ (3.11) ax df Iu] EHI Fredholm 向量 积分 方程 @.18) 的 求解 问题 
之 间 的 完全 等 价 性 , (B Xe SX Rs Fredholm 型 积分 方程 (3.7) 
的 基本 性质 的 三 个 命题 时 ， 并 不 出 现 相应 的 Fredholm 积分 方程 
组 (3.11)， 


T4 


第 四 意 对 称 方程 


本 产 主 要 介绍 其 有 尘 称 核 的 第 和 二 种 Fredholm 积分 方程 的 基 
ARES, 包括 特征 值 季 在 定理 Hilbert-Bebhmidt 定理 等 . 同时 
应 用 这 些 基 本 定理 进行 核 的 展开 , 求 最 小 特征 值 , 给 出 对 称 方 程 的 
求解 公式 ， 


$1 对 称 核 


EX ”如 果 一 个 核 与 它 的 共 斩 核 相同 ， 则 称 这 样 的 核 为 对 称 
核 。 对 称 接 的 特征 就 是 下 商 的 恒等式 成 立 : 
K (m, 9 — K (s, 2). (4.1) 
大 对 称 核 是 实 的 , 则 有 
K (2, s) - K (s, ©). 
具有 对 称 核 的 积分 方程 , 称 为 对 称 方 程 ， 
HEREA LF JLA MiA E E: 
1° X Ks, S WWR, MER — Wi Kala, 9E 
称 核 ， 这 可 用 归纳 法 证 明 如 下 : 
HAIZEA 
Kals, 8) -[ x. HKG, di 


-P RG DKG Dd 

一 五 3 《8， T). 

假设 Enile, ES Erig, a), FE 
Kv, 8) -| K a, OK (i, sd 


。765 。 


-| KE D E, d, oo 


=K, is, m), 


(K) *=(K"=E”, (4.2) 
2° dE K (m, s) A4DSESI ER, Fo — 9I e 与 站 恒 有 有 
(Ko, id) — (p, Kw) (4.3] 


AOL. RI. WM. 

EXE, Kis, s) NAPRA R, 由 

(Kg, = (p, Kb, K= Ev, 

Bf (4.8) 

友之, XE — IE ZEHON REB o (0) 43 b Go), EAE (48) XS 
成 立 , HEREDES. 

(Ko, =p, Kh) RR (Kg, d) (p, Kh), 
SUR (p, Kip- Kp) =0, 
Xt EXT, BHA 
NO dz | LE (s, $9 —K (s, e) ]dri(s) ds—0, 


特别 , 取 任意 函数 ， 
eG) = | LK (e, s) — K s, 2) ]r (s) ds, 
就 有 | CK (æ, 9) -RE DY) ds=0, 


对 任意 给 定 的 v, PEE K 
ds) =K (s, 8) — K (s, s), 


就 可 推出 K (o, 9 - Ks, œ), 
8? 3j K (m, 8) 为 对 称 核 , IDEE RETE BR C p (0 A 
(Ko, e) (E p, qi. (4.4) 
UON, 的 是 实 的 . 
这 还 因为 


GR p, qi m (p, K'o lp, Kp) —- (Ko, p), 
" ris! LJ 


而 以 上 这 些 对 称 尽 的 性 质 可 以 进一步 引导 出 对 称 方程 的 一 些 
HOUSE AEG xx ETE tv x TRO qm BR ERUEH 重要 的 作 几 .在 
HEE, 我 们 逐步 来 负 述 它们 . 

f. RE dos, In -一 8 eos(m- 3 孝 是 对 称 接 ; WI 
FX i Ces), Peoste — s) ADAE JERSE Bj, x AER Jo e UA 

Kis, v) =- K (s, 8). 


$2 正 交 标准 系 


对 平方 绝 奇 可 积 的 尚 数列 ， 
gua), qam), "tts Qr), hu" (4.5) 
An mAEEEWPA eir AipcERg, REA hike]. 如果 在 下 
ARES", TE— AOGEEDUEEGESECOD 1,  GNDERXX BH EDE]DOUE 386 
R, PROR.TPEAU (4.5) EERIE, 则 有 
加 0, 34 5 hs 

(on Pr) =i — (4.6) 
易 知 , 任 一 正 交 函数 列 都 可 变 作 正 交 标准 系 , xx HL ADHE ER HEP eB 
每 一 个 茵 数 都 用 它 自己 的 模 除 之 . 

TE 856 -- 2H ZR PE 7C OE E 


=- 


hle), Pale), e, Yml), (4.7) 
ARET LUPA Y EER CA E SS P E DILE a 
Pilt), pe(m), --. pam), (4.8) 


H.— 9] exe) RT HI d (9), pala), n, Co ZR E ER. 反之 ,一切 
pele) 也 可 由 pils), pale), 0, Po REER, DUX MEE 
(4,8) 也 是 线性 无 关 的 . 

这 个 构造 方法 也 宛 为 函数 列 {ww(%)} 的 正 交 标 准 化 的 方法 , 实 
362b 3E 3T TF: 
pa) = — iml s CN , 
SEC Ju) 


2 
sf = — —, 
v ( hw m3 do) 


Vra Go) iban) — Gs, poeta), 

da) 

ECCE, TO 

dim — i s d; oc (Pa, paspal®) — (bra, ppls), 


[| 


pala) —— 


EN (a 


VO ey 
Uo, (a) = hr (m) 一 = Chis Prl Pr (æ), 


容易 验证 ， 由 上 述 方式 构造 的 函数 序列 {pox(e)} 能 使 等 式 好 .的 成 
E, Bp 
(pr, p) -| 0 
1, "4 JSE, 

事实 上 , EXREDE AU AL 一 切 di(0 350, 否则 ,将 推出 
(wv) qe, Yelo EATHAR, 这 与 假设 相 巴 着， 便 如 , E PS) 
—0, 则 有 

Veo) — (Ps, pi p(w) =0, 

或 Ursi) — Ola, pa) y Faga” (s) = 
Bl CADRE 由 Cwm) 线性 相关 ， HEEE uka, 上 述 的 
HET AE RITR, HER » PRAET 1. 

同样 , 易 知 qam) 9 da (0) [Bl pi (e) IE 26, 即 

Qs (2), pio) = bs, $1) — (ha, pi) (i, pi) —0, 

依次 次 推 ， 可 得 任 一 个 mt AR Ta] f ii 59 9 — 1 f BÀ Xu (2, 
pala), ty Qua) RLIEZE, EB pu, po —0 (J>), gn(2) 也 同一 
切 pa) G«cmOMRESE. MERRIES (o; 构成 了 正 交 标 准 
系 , 即 等 式 (4. 人 成 立 . 

从 任 ~- 正 交 标 淮 系 出 发 ， 可 以 建立 与 三 角 级 数 相 类 似 的 
Fourier 级 数 的 理论 ， 现 对 此 棍 述 如 下 ， 
78 


Ut EDE — IER E REL CALDO Bro, BI 
iX), paix), t, qua, e, 
x EE -- ag 3 f), ap EL n xX FERE IRI RE. 记 何 选择 系数 ox, 0, n, 
ow 使 下 面 的 近似 式 


出 


f 2) ~ epa) (4.9) 
Fu 77 3g (8 1 3E 
da= | IFC) M esi | da 
AH). 
首先 , 引进 记号 


em Uf, pa) em j, f Go) pu C7 da, 
IAP pas PEDE fO) XT ar Eod & (4.0) ej Fourier 条 
数 。 经 过 简单 计算 , 得 
b= | | tae el el 
由 此 可 见 ， 苦 ox 一 gn 也 就 是 选择 系数 o 为 人 的 Fourier 系数 
a, BJ, 则 Sn 将 为 最 小 ,其 培 小 值 等 于 
F [Fœ Pde - $ lass Xe (4.10) 
IRR (OEZ Lala, OHIE, HT 3a >0, 可 知己 有 以 下 
不 等 式 ; 
2 [a SIFIR. 
不 等 式 的 左边 是 下 项 级 数 D 1ax|? 的 部 分 和 ， 而 不 等 式 指出 了 这 
级 数 的 -- 切 郭 分 和 是 有 界 的 , 从 而 这 级 数 是 收敛 的 , 且 有 以 下 不 等 
I 
3 lasir (4.11) 
RX. (4.11) 89 Besse! 不 等 式 . 
BE olo (4.9) «6 — —fe SUR os as —— RU n EESK, 
- 19. 


就 得 到 函数 fia) dg Fourier 级 数 
> Oei (a5) . (4 d 125 
一 上 


如 地 级 数 (4.12) Rapper, 上 且 让 和 等 于 fe), BUR f£ Go T JR. 
AQ XC gle, em), e, pale), 776) Fourier 9136 Ad fw) 
TRR Ay — Sur SE E] Fourier 826 (4.12), 刚 有 下列 关系 式 


X! Jaj’ I]? (4.13) 


成 立 ，(4.18) 称 为 Parseval 等 式 ， 这 是 央 为 对 任意 给 定 的 er>0， 
当 匈 充分 天 时 , 对 一 切 2€ Do, 四 均 有 不 等 式 


| Eje o - £02 | <s 
成 立 。 从 而 有 
5.- IFI- lel 
=| [re Barl aoa 6-2). 


他 8-0, Z nwo, BU 4E Parsoval 等 式 . 
Riesz-Fischer;E!8 it [gi] X GE X MGR A, wE 


Lala, 53, 又 设 {及} 是 任意 给 定 的 数列 , 且 级 数 [s [e es E 在 
在 唯一 的 2) € La[a, b], CAT quiz) 的 Fourier 系数 为 名， 且 
€ € Fourier 级 数 3 As (2) HAT fa). 
证 明 EERU 
f. (2) = 2Mags o, 
这 时 ,有 [Uis — f.) dao. ST Ia. 150, 14 non, 
由 于 平方 绝对 可 积 的 函数 空间 Lala, 中 是 完备 的 ， 故 必 存 在 唯一 
BJ gg A PO, rf 
ffs) — £6 *de0, 4 noo 时 


« 80 。 


SR TE e EU XV qim Fourier 系数 ， 则 下 面 
OEA E 2E 


r 1 
| (p) - ps hupy Qu) | 


mjr $ el? S jasho, H ac 时 ， 


而 对 于 fæ), T Bessel 不 等 式 
bP 一 妾 Leel*>0 

成 立 ， 所 以 , Xp— UI EQTECR a. hu. BIET f(2)By Fourier 级 数 
21i Co) EERE Fo), 

定义 ” 设 给 定 一 个 正 交 系 , 若 开 在 一 个 熏 数 ， 它 不 恒 等 于 霍 ， 
且 与 正 变 系 中 前 一 切 羡 数 成 正 变 , 则 称 这 个 正 交 系 是 不 完备 的 , 反 
之 , 则 牧 为 是 完备 的 ， 

例如 ,在 区 间 ( 一 zx, wm ARFER 

com, Sin m, cos 2o, sin 2m, - 
是 不 完备 的 ， 因 为 e(x)—1 与 这 系 中 的 一 团 函 数 成 正 交 ; 而 由 三 
PRAHE NAE, TAER 
1, cuse, sina, cos 2e, sin 2g, -- 

是 完备 的 . 

HEXER SD EAK, A Fourier 2836 (4.2) dà — 34 
Eere, MESE f(. xpnmurgBii F: 
令 ola) = Sapele) — f (2), 
Fs SR 26 (4.120 是 一 致 收 敏 的 , 故 可 遂 项 求 积分 ,于 是 对 一 切 (2), 
有 

(c, pr) 一 X. 9x) — Cf, Pr) — a5 — a, —0, 
于 是 (x) 与 一 切 沙 数 quia REX, ERBER, IXGEAE URGE XXE 
完备 的 , SE ow —0, 即 有 
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> arpa) =f æ). 
有 关 正 交 系 的 几 个 例子 : 
(D BRA p =e, Ep kE Oo RHEA, MERE 
r lx (m) [az 一 | dæ = 2r, 
"mi rJ 
tunga (=, —2, — i, 0, l, 2, e) 
^ Jr 
fEC— m, Ww} 内 基 正 交 标准 系 . 
(2) BR BG cos bm (& —0, L, --- fl sin ks(E — 1, 2,--) YE DEIRI 
(0, DAAA- TERA. 
[ESSE SEE 
JŽ cosa (k—0, 1, 2, =) 


和 本 


在 (0, zw) 内 是 正 交 标准 系 . 
(3) Legondre ni 


g Po) zx, 
Palm) — -gr 1)" (nl, 2,8, e) 
在 区 间 ( 一 1, 1) 内裤 成 正 交 系 , 它们 满足 下 列 关系 ， 


0, ak 


Pío Pi) ae] 2 
FE EI “isk, 


以 上 正 交 系 都 是 完备 的 . 

下 面 证 明 这 样 的 命题 ， 

正 交 标准 系 是 完备 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 平方 绝对 可 积 
4j dk 了 ao) ， 它 的 Bessel 不 等 式 成 为 Parseval F X. 

先 证 明 充 分 人 性 ， 设 对 任意 函数 Sw) C Lao, b], Parseval 4 
+ H2 5 


式 
Ulm f lrco ldo 3 dau? 
成 立 ， 其 中 oa. JA f(a) scd GE ed GR (4.0) Fourier 级 数 . 
dt f (o) TH] — 91 Co) JR, 3E AE, 则 有 
(f, Pr) —2577 0, 


由 此 推 知 l/P- M |a. |?—0, 
EE f (9) =o, 


按 言 二， 不 下 在 不 恒 等 于 零 的 函数 FQ HAARA. rim) — 20 
PK 3r pi IE, 故 正 交 标 准 系 (4.5) 基 完备 的 ， 

证 必要 性 ， 设 两 数 系 (4.50 是 完备 的 ， 对 和 任 一 函数 Sag 
Lale, b], fE'E HS Fourier 级 数 的 部 分 和 


f.) = 31 agio, 


由 级 数 asp 的 政 但 性 可 知 ,fo(2) 按 Lala, 站 的 范 数 收 和 全、 而 
函数 空间 Lope, 引 是 完备 的 , 改 存在 p ,使 得 f (o) EE s it 
SUI ete), 好 有 


1 oH 
lim | 六 ,一 P| = lim| S aple) — Pie) | da: 
Hun " . £3 


1 一 :rr 


b Šik oy - 
=| |o 6e [dia — >] löpj” + 之 | 村 一 加 天 一 由 
ü i= 此 一 


这 里 5, (a Xp ipe) Fouries 系数 . 
联系 Bessel 不 等 式 


4 . 
| lpo) |*dg — $ |b,|?2-0, 
Li k=i 
可 得 > jay- b.|3— 0, 
EJA de= blk, 2, 5, [NA 
[ leis dr = Mat, (4.14) 
w k=] 
IESP, JERS E (a0 = fie ple), 因为 


CE, qu). quc (e, ps) =ar — Or =0, 
WARR (o (o2 HIE S f B), i E (5 2-0, BDAS 
fA) = ple), 
联系 上 面 的 等 式 (4.14) 又 得 


[fF Pde- 3 leh, 
JO RE UL SHE iHe f (a, Parsoval SAIR, 命题 证 毕 ， 


$3 ”关于 对 称 方程 的 基本 定理 


TESI IRRA) “ov 有 困 积 分 方程 的 术 是 对 称 的 ， 
ARETE, IETA, 
证 明 EK, B9 是 不 恒 竺 于 堆 的 对 称 核 ， 先 用 逐次 迫近 法 
RH FANIE 
pls, A) =%| K, dols, A) dst f (2) (4.15) 
的 形式 解 , 记 为 
p, X) = fD Xe Km f(s)ds, (4,10) 


其 中 Ks, 24 K Go, S nu REL 

现在 证 明 , ARE PO JECROELE (e, DEERAS, 则 由 级 数 
(4.160) 给 出 的 解 (o, A) BL IE M Bue ES Em, aU wLJEGE, 级 数 
(4.10) MP BIEN A fe SE, AmE T Hp E (e, 8) 
少 育 一 个 特征 和 值 . 

AER. We Aim) 是 平方 绝对 可 积 的 国 数 ， S63 (4.16) ERA 
入 的 整 西数 ， 将 (4.16) 的 记 有 项 来 以 了 Cs} 有 旦 对 积分, 则 得 到 级 
数 


$e, (4.17) 
1 


n= 


h 


a Jo 


LE 


其 中 n=] 


Kis, syret ideda, 


Jr DIO GA UAE OU) e, H Ex KE Cu, s)AÉOMP ERES, aK 
ET. HJ :E 与 成 
和 
ga) I K anle, DJ (2) f is) do ds 


=f N KG, £) K,, DSS (s) de dsdi 


- | due ore (4.18) 
fas — mee Kala DE, AG, SG f (s) m dsdi 


" m. 


=f], ets OF d LT oa 


-f H K aim, tf æde | + p Kanaals, DFD ds Jas, 


(4.19) 
对 上 式 应 用 Bessel 不 等 式 , 可 得 


e rb L2 qa. jo 
gh |J Erato DFi) de at| |. K, al, 5) f (8) ds | dí, 


(4.20) 
B] 
Jön Ta Janta" fana. (4.21) 
AU fir) E K (o, 3) 正 交 的 函数 , HI 
f K (s, s)f(z)das0. (4.22). 


于 是 由 (4.18) 可 知 ga70, 及 .g4— 0 的 充 要 条 件 是 f(x 与 人 sz, 8) 

RIEZ, HIERAR (4.22) 可 知 947-0, id rh E HE X 

(4.21), X. f ga, 9a, 59m， 一 部 大 于 零 ， 这 样 一 来 , 就 得 不 等 式 

Fin az maa 2 

"P Jan 7 (4.23) 

E gy Gan a E ARARA, 因此 当 取 组 数 (4.17) 中 的 个 
数 项 作成 的 级 数 

> gah (4.94) 
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WHJ ER COR SEES D 
1 . 
R= va (4.25) 


i fim Yani Yana 
故 级 数 人 4.23) 不 对 一 切 和 收敛 | 

M ri] EH RRA EKANA n XS EL Sof SCR PEE, TU 
Jt—2p dE 13 A4 160) XE EU Key. SRI, HEC FG 
与 对 称 核 (zw, RIEZ R, 由 (4.100 S8 RT] p Qo, 各 不 表示 为 
的 艺 疯 数 ， 这 一 矛盾 即 说 有 胃 了 对 称 核 全 少 有 -个 特征 值 . 十 还 证 
m. 

对 本 非 对 称 核 这 个 是 三 是 不 成 立 的 ， 

HI SUE K (s, 9) —(42—3)2, 考虑 方程 

"IC -[ (4r—S8)sSpis)ds | (Osmx1). 


显然 , EAD TERUEL ER E TIER: 
pie: 一 下- B) ANERO, 
将 它 代 入 方程 中 ,得 
k(4z — 8) —Ab(Aa - 5 [ (4s 355430, 


于 是 一 0, El pm) 0, 因此 对 0) 20, TERUDUER ETE, 换言之 ， 
它 没 有 特征 值 . 
(2 BZ KR (s, x) cin eacoscs, s, sC LO, 1 ， 显 琵 它 也 
TERIER. 同样 能 够 证 遇 尼 没有 特征 值 . 
WE, H . 
pls) = af sin me cos ms qs) ds 


1 
— Asin zal p D eos ms ds =e n rg, 
心 


4 
nj TE (CSI TE = AC BIN qu | Sl cS COR AS ds 0, 
Ja 


ATi 5 一 路 ple) —0, MEL EE EE AEA, 方程 . 


| 
pij = AJ , E w cos cs p ut; da 


FUE SERE, 即 它 没 在 特征 而. 
Volterra HAM JC OS HL TER EG EDI BEI RERI. 
定理 全 名 对 称 核 的 -- 沁 对 币值 都 区 实 数 ， 
证 明证 各 M pata? i KC Co, 3 的 特征 值 及 与 0 对 应 的 
PFI A HOEA 它们 天 全 等 式 


pola) -Ha ee p(s) ds=0, 


Bp Qo 8) — Ao po = 0, 
将 此 式 滋 以 mm( 人 ,用 从 2 到 产 取 积分 , 得 
|o (2) |? Mot A po. go) =0, 
从 而 得 到 CA 
l ° CA po, Po) i 
小 式 中 的 分 子 是 一 个 正 数 ， 分 母 根 据 81 ERARE mA e YES 
3 ” 知 是 实 的 , 所 以 Ao 是 实数. 
xESB4 38 与 对 称 接 的 不 同 特征 悟 对 应 的 特征 此 数 战 还 充 
证 明 tt As TUA. BO ERE ÉD, SBIMPT PEDE UC, H 
gita TI af 是 分 别 对 应 于》 F Ae RO RAE ES DC. 因此 有 
palT- hK gÂ, palm) AE p= 0, 
用 apa to) 3 Aap O A 6 E R- EDR MLA ab 
RA HER 4.2 J Aa W 2s HEXESECRJ, AOE GI TA R US 
之 外 , RIFT 
kalp, po) Arte Kpr p) =0, (4.26) 
Aaa, Q^ — Aiha EK qa, qa) 0. (4.21) 
Xa —3N (4.20 Ep EE PS STE HE, pru dedu, 即 得 
Aga, da) — Asta, Kos) —0, 
XS) 
lpr Qa) —Aa4M (CK qa, pa) —0, (4.98) 
M (4.26) p 35 (4.280, fF 
(ha - - M) (py, Pa) =0, 
fH. Aa sh As, 因此 必须 ka ps 一 0 从 而 定型 得 证 . 
BT » 


REB d.d poc x 0 — n A EE A ie fg HT Rc T vA EX — 
4eaE X MRGE A, 

证 明 H3: BR 4.3 AD, EDODERRE BST ILES IE TÉDGE IZ URS AE EE Ht 
AES gx BET RI 4483 8r 48153 £g FE 20A P 4E ERES AE 
ARE, EDU mS, 3X SERT RE HL ATGA XE ESEA, 由 这 已 知 
Bj n AEREE ORTI REAE RS 3E RD HE e ARRE a T Bax m 
线性 组 人 台 得 到 的 两 数 帮 是 正 变 标 准 化 的 特征 两 区 这 样 一 来 , 我 
4119] ELA ADS B8 — ULREGE 86 Zr RR IE E. 且 它 们 的 谨 都 等 于 
1, 3: 是 它们 就 档 成 一 个 正 交 标准 系 . | 

KTHYER, SARIA ES 84 BD 
个 特征 活 数 与 它 对 应 ， 若 共 一 个 特征 值 对 应 本 % 个 线性 无 关 的 特 
JE Rg, 则 可 将 这 些 特征 值 蛋 写 % 次 , 这 榜 可 控 特 征 值 的 绝对 慎 的 
大 小 而 依次 排列 


LL [E ns, O (4.99) 
HRN CHOSE RV POGE pg ERE IE BREST Dy 
Palæ), pa(ao, ms (m), t. (4.80) 


并 可 认为 后 者 构成 一 个 正 变 慰 谁 系 . 
序列 性 .301 称 为 炉 K (o, s) 或 与 它 对 应 的 积分 方程 的 特征 函 
Nx. 
O EEAO 对 称 核 的 最 小 特征 值 ( 按 绝对 情意 义 ) 的 绝对 值 的 
ERETI C, Pp) | 在 条 件 (py, 9) —i FE XE, KR o3 p) 
COBRAR 小 特征 情 Aa AF EORR EIE, M A 


JT = | (Kg, p1) | - max | (Kẹ, 9) |. 
AurHxeES, 528 BRUOUEOR — rog XE dürqge Sx HERR ER 
备 定理 . 
设 os (8 p(w) 都 是 平方 绝对 可 积 鬼 酒 数 , 若 
ppl= [| lo (0 — 0G) lds] >0 (aco), 
VER pO TEPH EX IR) [e, 5] ifie ST pa, 
088 5 


显然 , jap —i ic etui E EC HL CT? — Tp e 3C. 

此 外 , 关于 均 请 收 笋 ;有 这样 一 个 由 再， 一 个 个 方 绝对 可 积 的 
西数 列 pu (2) 1 ibl BF — 4T Zr S8 2p 9T d E p (m) 的 充分 必要 
de fr AX 

dim des os] =0. 
设 级 数 
Uu Ur) ua) e (4.81) 
的 部 分 和 组 成 的 了 测 数 到 在 闭 区 间 [2, 01 P3 HEC HC Se T — 1 PR AK 
vie, 则 秘 这 个 级 数 在 局 -一 个 区 间 [e， DARRE, LEA 
FF ole), 

定理 生 .和 gag BSDE Htt, Bak fwR 
AEA aT R45 hd, MEg (4.93) $5 dp HAGA fF) 之后， 
TERI., PAFEJA, 

f oca)f G)da-- 5: [ws (2 f (eda. (4.82) 

IERA Gn ERARAS GII n Eo po T ne 
co Pf, jv 9.]-7» 0, Wie, 24 n-» co 时 , 有 

| C9. £o» fI 0, 
Mat SCR 
(», f) Mim, P) im 3 Gn, P) ~ 3 s, P). (4.88) 
出 数 基 积 的 定义 , 得 
(v, T) [of (2) do, 


(t, P) m [uf (2) da, 


MUS (4.88) PFA (4.820 , EME, 
TEST dd K, DALAT: 


un | K Gm, s) |^ dz ds — B?— oa, 
Lr re: 
A] Fredholm #2 # F 


. 8D » 


Kp — | Kw, s)p(s) ds 


*pRECUR RR E RUE S. 

P7524 D EIE EU NE RECSE Gs o € 0, Wo M, M» 
正常 数 ), 则 从 «D. HEERA — 1 ER CRI] (ps (02 1, dr mm 
co i, 有 

[Kpa K pa] == |K (pa — pn) | 9. 

证 明 ”首先 写 出 天 (zw, 0 XCP TARA Ay Fourier 级 数 

K (m, ~ 之 Leos ETEA. oos os ETETA, 


RD 
Hid 


Li 1 
A, às m--a) km(s--a) p. 
2h y 08 Tp 008 T Pis, s), 


K æ, $9) —P;(o, S) Ks, s). 
由 Parseval 等 式 , 有 
Hm |. LEG, 8$) |? dads 


zu |K (s, s)|*àmdy— $) |Au|* 0, — (4.84) 
其 次 , 令 
Kp=Pp+ Ko, 
其 中 Pp 及 Kip Æ Fredholm $F, ixkWAORELARSEOT DU E om 
是 Pila, s) R E9). Wt po EAR ARED pi — ER I, 
'E Bj Fourier 2X 38025 


pla~ om cos ker (m — a) 


b—g + 
TEH 
B 人 -0) $ Awaba) 
P; Xo rS Tr z è 全 人 (4.85) 
因为 


wl 2 p halan m) 
iem ou jJ eG em E dz 


a 90 。 


3 1 
2M Tryro F 
n kalea) av TT | pC) |? de} 


< 到 far 
疏 一 切 系 数 a” 构成 一 个 有 界 集 . 
由 Weierstrass 关于 有 界 数 集 的 极限 存在 定理 ， 可 从 所 设 集 . 
P 中 选择 这 样 的 一 个 序列 {g dC PEORES. 
Hma® (Ek-1,2, =, j) 


u ee 


存在 , Rp af? d i A pla) 的 第 个 Hourier 系数 于 是 由 
(4.35) 式 再 应 用 定理 4.6, 可 知 当 no 时 , Pup, 按 均 值 意义 政信 
于 一 个 极 腿 . 

BAR D pb E AER Coss], 使 im Pagi, 按 均 值 收敛 意义 


存在 ， 再 在 {pn} 中 选择 一 个 于 序列 {pom} 和 使 Hm Papa 按 均 值 收 


RENEE. IKE, R EA AEE FA, 得 到 一 个 无 限 序 
列 集 


Qu, Qua, "7, 914a, 77, 
(Qu, gea, "t; Qaa, ctt, 
Qui, Qua, "UU. Qus, 7n. (4.36) 
显 见 , 每 后 一 个 序列 都 合 在 前 面 的 序列 之 内 , H 当 PSEBI, Pss 
(n=1, 2, ---) ilic Seng. 
考虑 对 角 弘 序列 Qn, Par tou ， 
除非 这 个 序列 的 元 素 是 有 限 的 ， 它 的 一 切 元 素 党 属于 (4. 36) 中 的 
某 一 个 序列 ， 由 此 可 知 ,对 于 任意 的 正 台 数 j 极 限 
lim Pas (4.87) 
TEL (Br gt XUTPTE, 
Site uc 83 FECE Paar Jed Sic AY: 
应 用 三 角 丰 等 式 估 计 , 得 
401. 


lE qus — K Qus! x K s — Pipe] T [Eionn — Pigs 
T |E gam — P unl. (4.38) 


5 
为 Ep Pu Kip | Ki, 29s (82)ds, 
根据 Byunasnosenwü-BSohwara 个 等 式 , Hi | 
| E Pen 一 Papas = [na i "| | | & (m, 8) [? da ds 


«an | | E (m, s) |?dw ds. 


类 亿 地 , 也 有 
|E pnn- Papa? M? f EXC 3) |*dads,. 


由 于 关系 式 (4.34)， 可 以 选择 一 个 充分 大 的 正 整 数 j， 使 不 等 式 
(4.88) 的 右 端 第 一 项 与 第 三 项 缘 小 于 s/8， 其 中 s 是 任意 小 的 正 
数 ， 然 后 固定 这 个 3 值 ,利用 极限 (4.87) 的 存在 性 , 可 以 选择 一 个 
充分 大 前 mo, 使 当 n>n mano 时 , 有 | 了 ;pnw 一 了 pmm| <E. FE, 


Xi "ze, ME no, 则 有 
|E pua — KE pmm] «8, 
B] E pas 按 均 值 意义 收 化, 定理 得 证 . 
现存 回 到 定理 4.5 的 证 明 . 
EA B 3 Eg, o) L8 p ia FE, BU 
i -8upl (Kp, gl, lol — 1, 
Ei [88 EBORE XC, FE- TRR hala), 这 个 函数 列 中 的 函 教 的 
RESTI, EE 
lim| (Efn, die) | mr. 


因 设 核 K (e, 5) 是 对 称 的 , HAER E V, Yn) 是 实数 , HOUR 
种 可 能 的 情况 ， 
1) lim (K rs, Wa) = Bs 
iD m(n, d) e i 
Hi) 序列 dra (a) f ASRR AES bz? Ca) RUE? (2) , dtd 
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lim (EVO, pP) = t; 
lim (KP, 4?) — — gu, 
我 们 仪 讨论 情况 (i)， 因 对 于 情况 Gi 可 将 原 积 分 方程 中 的 入 代为 
-A ARKin, 4X Kr, aa AR GD de, 对 于 
情况 C) AUR EE RR — HE DA EI (o), BLU F 40, 6 38 2 
dum. | 
由 定理 4.7, MEA bs (2) f, 可 以 取出 一 个 于 序列 , REUS 


idu (bs (2) F BEAR. IC urs, BERAE eo (2) , BILE 
(m) — lim Kif, 


设 maw EE e, 5] 上 平方 绝对 可 积 的 在 意 函 数 ，t ER 


ASK, ug Ye e 的 模 显然 等 于 L TEH p EL A 


KED Wee) 
由 此 可 以 得 出 
CK fn tin), Pat ins) S e ht Pra, Ws Pn), 
注意 到 Gba, de) = hn =l, 
从 上 列 不 等 式 又 可 得 出 
(Kin, d) at 2tRe EK, — uid, m) 
HPE n, 24) — ins 1?] «0, | (4.89) 
ELAD WEET 王 的 二 次 于 项 式 ， 上 上 列 不 等 式 袁 未 这 个 一 次 三 项 
式 的 符号 保持 不 变 ， 由 此 知 , 它 的 判别 式 不 取 正 值 , Bl 
| ReCK js — udis, Yia) | 
vp ln CK 7, 08) * b CE 和) 
现在 设 o. EXEREBS EGER, 使 得 


rm ['- OE ns, m) C, (4.41) 
其 中 O XÉORIBUT. n. BERG, TEA (4.39) 81 (4. 40) ERE 
lim Re(K y — uibs, Jw? 770, (4.42) 


HEG 
. 03. 


7a (m) = Eb — pal, = 一 patie) L| Ko, sif, S) ds, 


可 以 证 明 这 样 的 mm( 四 能 使 不 等 式 (4.41) 成 立 。 事实 上 ， 注 意 到 
|a] — t, 痢 应 用 半角 不 等 式 , 有 


1 
b b PH Ej 
Isl ic id ti | EE Co, Sal) ds. da] 


«uL sto ds P Lco, © Fade] 
* d B, 
从 而 , 再 注意 到 | 下 mw,| 355i ES UK s] FERE HRS, 有 
its]? — CE n, Tin) 
us u- B7? m1 Em] 
Kulet B at Gio] B) ||». EB 
S e B)?, 
于 是 关系 式 (4,42) 成 为 
lim Re( Kh — iu, Ku — il) =0, 


IBRISHEOROEUGESR, HOST | Ko, mpal, RT 


lim | Kf, — udi, | — 0. (4.43) 
因为 Ko. BRAT co (2, Br EL da (22) EHE UP Le). 沁 


"TO -Lo (e), Mol, 


于 是 有 | 
LE - Keil ls os | f Pasaz] 
"m | Vs — 94 | B 0, 
BER (4.49) 3S, 又 有 
le: — AK gi —À iugi — Ko | 和 [ae — pop 
+ aba — E in| A | ES - Ko11—0, 
FD 
gio) — X, Kg, —0, (4.44) 
. 94 。 


而 iQ FpERSBRERTRT 1, MEA EMETTE XXE OR, 我 们 让 
HHT M E K (w, s) RGE.  MOOEBTIIERS np A B5 Ser TH 
的 偶数 就 是 | CK o, e | 的 上 确 界 ， 且 是 最 小 的 特征 值 . 定理 4.5 
得 证 . 


84 Hilbert-Schmidt 定理 


由 $8 中 的 讨论 知道 , 对 称 核 的 一 切 特征 函数 序列 可 以 变 为 一 
个 正 变 标 准 系 ， Hilbert-Sehmidt 定理 告诉 我 们 ， 对 任意 的 平方 
绝对 可 积 函 数 Al, 经 核 产 生 的 函数 f 0 — Kh, 一 定 可 以 展 成 关 
TA- ERER kE oari Fourier 级 数 ， 这 是 
一 个 很 重要 的 定理 ， 在 决定 第 一 特征 信和 进而 讨论 确定 次 一 特征 
EH, 这 个 定理 有 重要 的 应 用 . 
HUTE Se WE P JLA- GEE. 
引 理 4.1 COKER — RE SO E EUR RERO — UU 
fiE FC SEE E By ROGER I1 83. 
证 明 首先 设 ^. 是 核 K (e, 83) 的 特征 值 ， 且 polw) 是 与 和 6 对 
庶 的 特征 隔 数 ,于 是 有 (一 让)qpo 一 0， 在 让 式 两 边 乘 以 算计 
E dX , {Fa CE — ABE py — 0, RE e 
Pols) — A3 | Kao, S)qo(s) ds — 0, 
因此 A dà Kale, OI f. 
其 次 , 设 jw dE Kao, DREIE, EL qo (02 dE 5j wo 对 应 的 特 
HERZ, Bd Yo 3 C00 — io K "199 —0, 4 ii — X5, WERT SE 
(E — ME) (EM ASK p= Ô, (4.48) 
Tie AERE K (o, 引 的 特征 值 , 则 引 理 4. 革 就 被 证 明了 ， 若 和 
ACE K (c, s)ü* He ETE, ia (EHME pompa), WD ih Jp 
(4.45) 知 
CE — A9 K ) ga —0, 
TH TE BLUE A. 不 是 核 K (Go, 区 的 特征 值 , DE XU ple) —0 或 
+95 = 


CIE qr ASA qug — 0, 
XH -io 是 核 K (m, s) fp php, SISERS UE. 
可 证 明 玩 一 般 的 情况 ，%n 次 选 核 Kam, SBI—SDHRHIEI IS 
与 核 KG, DH g ER n RRRA EA EAIA. 
注 这 里 的 证 本 不 要 求 核 是 对 称 的 , 办 此 这 个 引 理 对 一 般 的 核 
也 是 成 立 的 . 
引 理 和 .2 HK, 9) 是 对 称 核 , HEA HE 


C KG, 入 46s 之 04, 0, ERA. 
LH pr (0) (mn 一 1，2,-…) 是 E (o, 8) 的 一 切 特征 函数 所 成 的 序列 ， 
且 和 % 是 与 gn(w) 对 应 的 特征 什 ， 则 级 数 
3 eot 

kA, ELTE BERUF KCE EE Os. 

证 明 WEE i, MN Ke, 9 是 变量 s mH S 我 们 求 出 
K (o, 3) 关于 正 交 标准 系 pa) (n--71, 2, …) 的 Fourier At, B 
an ERHAN, 于 是 有 


mu 一 | K (s, $8) pa m) ds = 22) 


由 Besse! 不 等 式 ， 有 
2 eg | K (2, s) |3 ds €,, (4.48) 
5] 3: f ur. 


54.3 DE, As, t, An, Avus, 是 对 称 核 KC (o, s) 的 一 
切 特征 值 集合 , 而 pile), pa), to. Pala), Parite), HS REIS 
特征 画 数 ， 则 对 称 核 

Ko (m, 8) -E (sz, 8) — pà p Gee (s) 

AIIE Anr Aara 7r EET IEEE HEC m (0), Prea (0) , 7 XH 
对 应 , 而 K (v, 3) 的 其 它 特征 值 和 特征 函数 均 不 是 XC (n, 8) 的 特 
征 肯 和 特征 函数 ， 
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pla) -A| Ew sotfsyds 一 0， (4.4) 
或 写 出 它 的 下 列 形式 
gp 全 一 Ks, gC) de S1 E (o, p) —0, 
(4.48) 


在 方程 (4.48) 的 左边 ， 令 % 一 j Hex» m, 因 这 时 
qi) 和 gue) (Er 成 正 交 ， 即 有 (gy wu) —0, V A, A quin) 是 
K (o, OJISE FE A 0, 即 有 


b 
eia) 一 | K (o, $) 91\s) ds —0, 
所 以 pilo) mf KG, 8). (8) ds -0, 


HEZ, MAp) (jo PER OK e, s) 的 特征 值 和 特征 函 
数 . 
现在 证 明 pa (jon) HJRJIRR (4.41) s (4.48) SE REXK. 
BE ho 和 go(w) 是 核 KO (m, 2) 的 任 一 特征 什 及 与 其 对 应 的 特 
EER, 这 时 有 
pole) MoE po tho 3} (gy, pa) =0, —— (4.49) 
将 这 等 式 乘 以 qjzw)]， 且 自 & 至 五 取 积 分 并 设 fn， 注 意 到 
Lx (2) H& JE 2E ERE, 从 而 得 到 
(qo, Qi) — hot K po, 了 十 -知人 po pr =0. (4.50) 
XJ CK po, $0 — (9o, Ko), KLA 


x (goo, pi) — o CK po, pi) 


~ A po, Qj) — Alpo, Kop 
一 知人 pi AK qi) =0, 
了 
于 是 内: 和 .50) 式 ,得 


Po Q):-0 (Qm. 
I8] (4.49) 5t, 又 得 
pols) 一 和 | K (s, s)po()ds=0, 


这 也 就 指出 ，% eo(a) 也 是 K (e, s) MDBRRSETBCRUTRAEGQ XE, H 
Qo Gr) I] —- ER ps) (jor. M. REESE, E. po Co) Io E d pasa (2), 
Paral), -- 中 的 荣 一 个 玻 是 它们 的 线性 组 合 ， EL Ao MEC Aaa, 
Aaga, 7 at A 其 而 证 明 引 理 4.3, 

ErS[EE 4.38 aA, EAR K (a, 8) DURS RRA E AE ME Aa, 
As, 11, An, MI 


K'9 (m, 8) - K (e, $) — PELOD OI 
RARI, XB SSrpAtst 4.1 知道 ， "mi KO? (s, $0, M 
而 有 
K (s, S) OLOR 
kmj. E 
即 推 知 K, 5) 是 退化 核 ， 反之, 我 们 已 经 知道 一 切 退 化 核电 能 
有 有 限 个 特征 值 ， 由 此 得 到 下 商 的 推论 ， 
推论 1 对 称 核 是 退化 核 的 充分 必要 条 件 是 ， 它 公有 有 限 个 
特征 值 . | 
定理 全 .8(Hilbert-Sehmidt E) — ii M, Ay A E 3 
称 核 E (w, s) $66 — 15H 15 4R, BR. gn (2), ga(2),*-, qu (2), *- 5 ix 
些 特 征 值 对 应 的 特征 画 数 . 其 次 ， 设 页 ( 四 是 在 区 则 [@, 本 内 的 平 
CEGULESTT NETS T: 
NEO 8) |? ds Of, (O4 为 正常 数 )， 
LUE d 
fG)-Kh- Es s)h (s) ds 
可 展 为 正 交 款 准 系 {pa} 69 28 SE dk H.— Hole dk 的 Fourier 级 
数 
+ 98 « 


fG) = 3 fen, fuc (Ff, pe), (4.51) 


E fo-3 os), hy (h, pi). 


证 明 首先 求 出 fG)-—-EKRAXTIEAXGG ER ipw) 89 Fou- 
rier 级 数 


f) —Kh~ 3 fup 0), (4.52) 


其 中 faf, or)、 注 意 到 关系 式 
fx Cf, Pr) = (Eh, Pr) = (À, Kao), 


但 由 一 jn 并 gs 一 0， 从 而 Kpina), BERT 8I 
1 ha 
fo i A Qu) TUM" 
这 时 , SU (4.51) 就 有 形式 
3 eG) 7 2 500. 
现在 对 这 级 数 的 余 项 作 下 面 的 估计 ， 由 Cauchy 不 等 式 , 有 
和 < 
M np int ^ 
由 引 理 4.2， 不 等 式 有 边 的 第 二 个 因子 是 有 和 界 的 , MATAA 
S Us|? 是 收敛 的 , 故 可 使 第 一 个 因子 是 一 个 任意 小 的 正 数 。 由 


此 推 知 级 数 导 .51) 是 绝对 收 伍 且 一 臻 收敛 的 ， 
用 ok 四 表示 级 数 性 ,51 的 和 ， 且 用 wrtx) 表示 它 的 第 w 个 部 
aA, iiH JS Ca) — o w) lP. DN 有 


f 一 ton (2) — KÀ— PES pur) 


-—K^5— 2 E —KOR, 


其 中 Kh |. E", hs) ds, 


Bibl | 
[AG — ex (e) P] EM (Eh, KOR) 

= (h, (K), 
(K 053 是 关于 KO (y, 215 XE, 通常 又 以 KP 表示 之 , 于 
是 有 

JFE —oxv(2)[-—(, KOR, 
H-PSEE 4.3 Rdlxu d.i, KP, DEET M. H 
HIS 8 的 定理 4.5, 有 


(n) 
; = max. V Ks 9) 
Anal (p, p) 


于 是 对 于 任意 一 个 函数 4(o), 有 
Ch, KP) 1 
QA) OX 
或 (h, KPR, A), 
n+l 


{H34 n— eot], Anoo, pI 
[f (5) — ex (2) |* — h, KPA- 0. (no). 
X Bl e. (2) — Sli SCP. e (o), o^ ice, BUMP n oo kt, Jon 
—e|—9. ix$É— 35, 有 
[£— | REF esf los — o1 9, 

8p f (2) —o(x). 
XE HUE 

TEEI S Ud4eipi(a)D 是 对 称 核 Km, 8) 985—310 dpit4h 
de 3p EY GE X hoRHWRAEGh dE £l 


F E, 2,40, (SEND. 
则 K (o, $T VA E 3 HRS HE E d 83 Fourier iA dx 
K (w, 8) » T». o (4.53) 
ERAR RATATE mode s XE ode) dk ac dg. 
WEB] 首先 要 指出 , AA R EE RE in cO Ap IR 个 
. io0 + 


时 , 根据 引 理 4.8 的 推论 工 知 , BHA 


K (s, s) ~ S PD QD (4.54) 
Edu, RREH Et Ke, 8 的 特征 值 和 特征 函数 为 无 限 个 的 
TÉ BERT, 
fE eR 3 


R (s, 3) K (o, 8) — A 5G. (4.55) 
k=1 k 
有 R.G)— | |Ba, s) |*ds 
- Lx. s) — | 


. ECD -$ Pi d) gr (3) ] ds 
-| |E (o, $) |3ds— $ pa (e) pels) E 
由 此 X eco < |E (o, s) | de «O., 
显然 多 有 
| Hs (de f |' |E (2, s) |? de ds 一 $i >o 


或 Sifi |K (a, 8 | dade £2, 


换言之 ,函数 项 级 数 DAEL soya o 去 都 是 收敛 的 ， 
以 E (s, 中 表示 以 下 级 数 的 和 | 
Ks, ©) = $i P O., (4.56) 
分 西 种 情 灌 , 让 明 以 下 事实 : | 
1) 着 级 数 仔 56) 一致 收 伍 , 则 E (s, S) Ko, 8). 
记 R(s, s) - K (o, s) — K (o, s), 


人 


b 
有 [ R(T, $) oa (2) do 


t 101 - 


= | K (o, 8) Pm Gr) do 
à [* m  €—— 
- $ | eto pa) de | KG, D p) dt 
k-1.ü ü 


- [KG $ goto da- | Ks D 9. (5 t0, 
(4.57) 
RB Fm, 9) 同 一 切 gu(a) EAE. deth, RC, 8) 显 然 是 对 称 的 ， 

若 对 称 核 Re, s) 3:0, 则 至 少 有 一 个 特征 值 x 与 对 应 的 特征 
AH præ) | 
pe(o) |. Rs, Doa(ds, (4.58) 
H (4.57), 可 得 pa o) ER — H pn Cr) RIEZ, 即 

I guo) ea (2) dz 一 IO ds - RG, S9s(2)dz-— 0, 
(4.59) 
这 样 一 来 , 注意 到 假设 级 数 (4.56) 4 RRE, 可 得 
[, E spn(s)ds— S AD (o Genio) ds—0, 
于 是 | 
pra) 一 Xp| LK (a, s) — K (s, s}] pr(s) ds 


=ar] K (2, s)ga() ds, 


即 prm) 也 是 对 称 核 K (o, s) 的 特征 函数 ， 且 又 同 该 核 的 一 切 特 
征 函 数 成 正 变 , BA 
gas) 7-0, 
换言之 , 对 称 核 EO, s) 没 有 特征 值 , AM, DA E, s)20, 
即 有 下 式 成 立 : 


K (2, 8) -= OTON 


A 
2) 车 级 数 (4.06) Ad Siec Sx in], MEES, HEAT 
K is, s), 


» 102 = 


这 起 因为 
[eene 
rn i | 


- [Ste d$ | St einem. a, 
ü —5 x = J 


gu pie) — 0, 34 n— oo 时 . 
Z^ 


xL s 


所 以 级 数 {4.56) zi Hg fior 9x88, 仍 记 其 和 为 Ee, s), 类 似 二 中 
的 讨论 , 考察 
T=)| Ra, 3) pels) ds, 
由 于 (4.59) 式 , 又 有 
7- {Ke, 9-312220: los cas, 
MT, 24 n- eo 时 ,有 
If [EG 9- 3 6200. 


EJ loss) |? ds 0, 
即 有 J— (Ko, Spa(s)ds=0. 


余下 重复 起 中 的 讨论 , 有 ga(w) 一 0， 进 而 有 R, 9) 二 0， 即 最 后 
也 得 到 
K (g, = 23 56m. 


Tl 


EXER. 
推论 2 S | | 
3x (4.60) 
TOR m-2B834 SJ. HE EER m 2 dpROHE SUIS. 
I E (m, s) 为 连续 对 称 核 时 ,进一步 有 以 下 的 Meroer 
定理 | 
E 4.10 设 连 续 对 称 核 Ko(m, 81 的 一 切 特 征 值 具 某 一 本 
Xt PE dp O0, RA TRE Ex fi PP, OE e 85 PER ed AE 
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或 站 号 , 则 展 升 式 (4.581 成 立 , 且 级 数 同时 关于 两 个 变量 ws 绝对 
Ak S oh — $i Sk. 

证 明 首先 证 明 , 当 对 称 核 EK (ess) 的 - 切 特 征 值 都 是 再 的 时 ， 
WEG Es s)720, RRE, ETR, MoA- i (me, «0 使 得 
K (s, $820, PETER A (xa, s) A- 3B BE: e -rl s 
|s--se|-e, WETEA E (s, 9-0, XX BE RIDLSE A 
9G»), H |s- zo|*& 8 Bf, p Go) 一 了 在 其 它 处 , o (22 —0, T XE CER HEC 
WA 

b _ 
(Kp, p) -| K (2, s) p(az)g (s) dz da 
-| P X (o, s)dads-0, 
55M XH Hilbert-Sehmidi Imm 
(Ko, p) - È (pn ) SAE, 
其 中 Amm (p, qu), MHRA M H, ERATE, BLESS 
F. Ki, A K (s, $20, 
这 样 一 来 , 不 论 下 (w, 引 的 一 切 特征 值 都 是 正 的 或 者 除 有 限 个 
之 外 都 是 正 的 , 必 都 存在 适当 大 的 n, SETS 
H (a, $) — K (æ, 8) — DP Pet 5 pils) 
的 一 切 特 征 值 Aaa. Ann … 都 大 于 零 ， 从 而 有 Hs, 20, 即 有 
K (s, 8 319659 L2, (4.61) 


故 级 数 SLOE aapt s aea, 
其 次 , 考察 级 数 (4.583) 的 部 分 和 , 由 Sohwarz 术 等 式 得 
(37 |p ) « S y Lae)? ELS ge 


(4.62) 
KERI mer 因为 K (e, v) 是 连续 画 数 ， 所 以 必 存 在 常数 
M, 
En T 


Se «M, (4.63) 
由 此 , HE xa (4.620, 可 得 
Y lose e {8) | YN? | wr (8 
(S7 J= Te S is (4.64) 


DEI 


换言之 , 级 数 — "4 p]AE xm s 时， 对 田 一 变量 绝对 
BSc | 
EREIN gt S10 0 I 的 和 K (s, 四 是 连续 的 ， 因 


而 按 单 变量 的 连续 正 值 泉 数 项 级 数 疏 伍 于 一 个 连续 画 数 必 ' x AI 
雍 的 重要 性 质 ( 即 Dini gr 38 9), 364] 8j 81 (4.64 S Ue 1833] ZR 
(4.587, 同时 关于 两 个 变量 mos 是 绝对 上 且 一 致 收 伍 的 ， 这 就 证 明 
了 定理 4.10. 

定理 二 .11 i Kie, Dhiki Kalo, S) mo2)38 
"[ X4 JA mE 85M rud A t Fourier £04. 


Kapla, D= » or， (4.65) 


HL m3 HQ ui GAGEXOT OP EG* o taa HO— HO 5 
的 ; 而 当 m-—2H8,4xXBEEX—4XXB, 4d X T 3 —T X x X 
4e p Uk ak BL— E nt 65. 

证 明  dEHilbert-SohmidtZv3X& (4.51) rt, S A(s) — K (s, 5), 
有 


Ks, D= $194 gla), 


其 中 oE Ex, DATE KERNS pe) 1} 的 Fourier 系 
数 ， XEHE K (x, 人 站 是 对 称 的 , eh Fourier 系数 的 公式 ,可 
得 


O Dini g Hi: iE 2 fa G) BI 18 fs BRA Co, 5] 内 的 非 负 连 续 函 


数 ,级 数 在 [a, RERS, 目 其 和 是 该 区 间 内 的 连续 函数 , 旭 级 数 A 方 (由 在 区 
nie, 5115— rh, 
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orli) =È K (s, Dp (coda 
| -| EG D plajda o py, 
由 此 ， 得 二 次 逻 核 的 展开 式 为 
Kam, N= ELOTON 


类 似 地 , 可 得 % 次 又 核 的 展开 式 为 


Km, i) = Syene. 


对 m—2 WIE, 由 Hilberi-Sohmidt 定理 ,不 难 直 接 扒 知 Kao, 
4) 的 展开 式 在 固定 任 一 变量 时 ， 关于 另 一 变量 是 绝对 收敛 且 一 致 


Vr SCR. 
对 l3 的 情形 , 考察 级 数 (4.65) 的 余 项 
07AON | 
csti Ag 

| pu | Pult) 

PT mE h [2 An 
.| esc | 
i MEL 


应 用 Cauchy 不 等 式 , EL H1 5|] ER 13 有 
OTTO] | 


«nis EMEN [aser 


Oi 


Er 
4 n> co, 这 时 A,— co, 枚 上 式 右 端 趋 于 零 , 从 而 得 知 级 数 (4.65) 
是 绝对 收敛 且 一 致 收 伍 的 . 
98] 8. 求 方程 


pc) -af K (m, s)p(s)ds, K (m, s) -| 


SID$COSS, m9; 
sinscosc, sm, 
(4.66) 


: 106. 


的 -bHREREHECRURS GE M x ERR K Gr, 有 为 Fourin, 
36 7; 38$ (4. 66) 写成 
pr) =A | cog gc sim s g(s) ds-4- | sin c ens 3 e (8) ds, 

WADE o RE 得 

o' (m) 一 Asin a [ sin sp(s) ds- cosa | cos sg s) ds, 

p'o) = —heosa | sin s8gp(s)ds 
— à sin n | coss o (9) ds — pls), 
因此 , p(w) 满足 二 阶 常 微分 方 各 | 
p" (æ) + +p) =0 (4.61) 


和 边界 条 件 
p(0) 20, yw) —0, (4.68) 


而 这 仅 当 AHO RtH. 应 用 Bnler 方程 的 解法 ， TERRA 
它 的 一 切 解 为 


ein(4— La (b o1, 2, =), | 
于 是 ,积分 方程 (4.66) 的 所 有 特征 值 利 所 有 正 交 标准 的 特征 
KHA 
(1) —1, p(w — A] 2 sin (a1) (k—1, 2, ---), 
- (4.69) 


TER E (有 的 的 Fourier 级 数 为 
1 1^ 
~ Sin(£—- rgin( £—-— 
K (s, 8) 2g anta) (4. T0) 
(i73) -1 
$5 求 第 一 特征 值 的 方法 


本 节 将 给 出 一 些 求 第 一 特征 值 ， 也 即 按 绝 对 值 意义 的 县 小 特 
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征 值 的 方法 . 

1. Ritz 方法 

El 33 定理 4.5, 求 对 称 核 的 ( 按 绝 对 值 意义 ) 最 小 特征 值 的 问 
B, 归 之 为 在 (p, 9 一 工 的 条 忻 下 求 


io, pi=i | f Ke dp) dede, (4.71) 
的 极 大 值 问题 
ER- ESIE hO 要 求 它 是 完备 的 ,于 是 对 于 任意 
RA So), 给 定 任意 正 数 e 恒 可 选择 正 整数 吨 和 系数 E …， 
an, 使 得 不 等 式 
HORSE TET 
RE. ME, ETO pR 
pir) = aul (E) + aapa (m) H-- apa (m), 
其 中 系数 w，aa, -, ax 是 满足 条 件 (p, p) 一 工 的 任意 常数 ， 这 个 
条 件 又 可 写成 以 下 形式 
23, ef Gb, 类 = 六 ll 于 (4.72) 
于 是 , (4.11) n] ELE 2 


Io, p)|= | 31 Anat, (4.73) 
ik=] 


| b — 
其 中 An= | | Re, o (DB deds, 


注意 到 由 于 核 有 (2, s) 是 对 称 的 , 故 有 Aj 一 Ax. 

于 是 ， 上 述 极 大 值 问题 又 归结 为 在 条 件 (4.73) 下 求 (4.73) 式 
的 极 大 值 问题 ， 这 是 多 变量 耳 数 的 极 大 值 问题 , 解 这 个 问题 , 且 计 
算出 (4.73) 的 极 大 值 ， 就 得 到 所 要 求 的 最 小 特征 值 的 绝对 值 的 近 
EHE. 

下 面 证 明 ， 这 个 近似 信 不 小 于 直人， R34 n oo 时 , 它 的 趋 近 
TAE. 

AP | 表示 《4.78) 式 的 极 大 值 的 倒数 ,县 用 o (0) EZ OX 
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PAES KN. 于 是 


1 
Tp eem, er bem Cis mo qr 


这 里 入 是 所 设 被 的 按 绝对 们 意义 的 最 小 特征 值 ， 由 病因 
[a = Aal, 
WHE, 4 noot, [AP] Al. RRRA Ds (0) 是 完备 
的 , AEA EE i T E Br e 


o(s) = 23 auha) (os, 为 常数 )， 


使 [gs 一 | < 下 ,这 里 由 () 是 所 设 核 与 xx 对 应 的 特征 函 教 , s 是 
任意 正 数 、 记 


oo) ~ SE, Joj = =1, 


这 时 , BI os] — lol «los —o| «S Aiii] 71-5 ilo] c, 
就 有 
legio .lopel 


T 1- Ê 


4 
Ht e 如 此 小 , 使 它 适 合 不 等 式 1 一 全 > 于, 则 由 上 式 所 得 
gi e| —2|ogi— «| 
721o:— e— ( —o)gi| 
| «2g; — ol 4-2(1—6) «5, 
现在 估计 以 下 的 差 ; 
A=| (Kp, p) | — | GE on, ex) [. 
包子 oos WEITER, o0 1,817810 8 3 EM 4.5, A AT-0, 显然 
XLA 


[ex— c | 


Ass | (Ep, e) - (Kos, 0x) |. 
因为 
CK (9s 3), pi 04) = (Kpt Ken, qr — 68) 


" 102. . 


— UR p; qu) OK cs, 9i) — (KE qu, ex) (E on, cx) 
—iKq, po c (e, Kgi) lo Kp) — (Kon, €x), 
Xt E36 P dn GE Sa, 将 所 得 的 两 个 式 子 相 加 , 得 
2Rei K igj- on. go 05) 
—2Re[GK qi, qi) — (Ken, 02] 
—2[0KE$, 93 — (Kos, w) 
Br EJ 
| CK ga, q1) — (Ko, ox) || CK mtor), 93 73), 
由 此 ,有 
A*s |E (gt o) gi — enl? 
«e| K (pi 1) |7. 
应 用 BynsRomBcknuiü-Schwarz 不 等 式 , 又 得 到 
|E (9s e) |? 


-上 n K (o, © [ga (32 (8) ] de| da 


<f’ lex 9 toss) Pas [^ ^ |t Go, 2) [aede 


«lol Fo? | h E, s) [*dsda 
«ALB? 

所 以 有 A4 R, 

注意 到 o7 (四 的 定义 ,有 


| (Kps, gi) | = | (Ep'™, pp"™) | z= | CK o, 6) | 
最 后 得 到 

Wa Tr Kon o)l- Eo”, pm) 

<| (Ep, ppi -| (Kor o) —A«3Bs, 
这 就 是 所 要 证 明 前 . 
特别 是 , 若 Kv, S) 是 实 对 称 核 , 这 时 条 件 (4.72) 取 为 实 的 等 

T 
«110% 


2v (4.4) 

又 设 (Ke, 9) 仅 取 正 信 一 -这样 的 炉 称 为 王 定 核 ， 这 时 等 式 
(4.18) 成 为 下 面 的 二 次 式 

(Ko, p) o 31 Anats, (4.TB) 

于 是 ， 原 先 的 极 大 值 问题 归结 为 在 条 件 (4.74) Tk (4 T0) 3 94 


大 值 ， 下 而 ,我 们 用 比较 简便 的 Lagrange 乘 子 法 求 它 的 解 . 
- 冰 先 引进 记号 


F = A, Agit gs 
P= FoS, 
ł=1 


Re 是 待定 冬 数 . 于 是 , W1. TARRE A a, TR 
方程 决定 ， 


ob OF , 加 
$a; ĝa; A Ey 0 (j= L, , n), 


BUS A 
v Aga, ca 0 (41, Tt n). . (A.T) 
k=1 


代数 方程 组 (4.76) 是 线性 齐 次 式 ， Bs 21 ail, LIE € UR 


全 为 零 , 因而 方程 组 (4.70) 的 系数 行列 式 必 须 等 于 零 , TÆ, 得 到 
关于 待定 数 og 的 一 -个 方程 式 
Aug Aia ett Ain 


-0. (4.77) 


Ani Apo tt Ann 一 
以 oj 3€ (4.76056, HAT A 1m URL, HEC fl 就 得 
3jo—F. ixi FE 显然 是 极 大 信 , 且 极 大 值 也 显然 等 于 方程 [4.77) 
的 最 大根， l 
在 求 特征 值 的 同时 ,决定 它 所 对 应 的 特征 函数 也 是 很 重要 的 ， 
Jil: 


但 这 个 问题 要 比 确定 特征 什 复 杂 得 宅 ， 如 果 辣 已 求 出 的 特征 什 相 
对 应 前 特征 立 数 是 唯一 的 , 则 问题 的 艇 决 比 较 简 单 ,这 时 内 须 从 方 
7H (4.760) R49 aj( j— 1, rr; n), 于 是 


IO 
就 是 所 要 求 的 特征 疝 数 的 近似 式 . 
84 考虑 方程 
pia) M Ele, sp(s)ds, (4.78) 
其 中 
D, mS 
Ks, 9-12 (4.79) 


是 对 称 核 。 我 们 取 确 定 在 [0, 1] 内 的 如 下 的 正 交 标准 系 
[Ww Zooskae (k=1, 3 
d.) (0) 
为 函数 序列 。 下 面 , 求 n—2 ARKE (4. 79) (8 ROI DLE 
fit. 
AR As, k=0, DAT: 按 公式 


An= | | KG, hae ds 


Ao | ds | sds— [ daz | «a1, 
» 20D „Ù JG 


"1i E — 并 1 
Ag 一 |, dr f V Sscosssds- | de | */ Aw eo mads 
" Ll 


E VE 2 
— T 3 


JE 


uo 
"d 


Aio == Aor = 一 


E dr 
A= 2| de j 3 COS TE COS m8 dg zi dæ | æ cos meos as ds 
E 心 E f ` ” 
"1i rn 
=f. dg | s[cosa (z—3) T-cos s (a --s) ]ds 


: 112. 


1 


"L [1 . 
+| sde | | cos zr (i6 —8) 十 cog 严 (二 sj] da 
D & 


TÆ, K n— 2 时 最 小 特征 值 的 近似 值 , 1) 88 29 XE 2 Pp ao 


2 -a 
a1 一 1 下 求 二 次 式 
F = ; Asa, Lo 3 2 quadr y a 
e, Asti y a a d ry d 


HIRAK. ioo y Lagrange 乘 子 , 则 它 满足 代数 方程 
UU 


JE: 


n 
1 1 Í. 2 
Pp o(p) gio, 


这 个 代数 方程 的 最 大 根 即 为 了 的 极 大 和 值 ， 于 是 
ry 3) 


ap? 


You 


c20.4. 
因此 ,所 求 的 最 小 特征 秆 的 近似 值 是 
= 二 一 2.6. (4.80) 


AFE (4.79), Sus EnDR BUE KEE (E INT HER (2 
lo), 2, 按 上 法 记 求 得 的 最 小 特征 值 的 近似 值 与 精确 值 还 是 


很 接近 的 ， 
2， 用 核 的 迹 决 定 第 一 特征 值 
H S 45EH 4.11 知道 ,对 称 核 K (o, 四 的 加 次 送 核 Ko, 9 
HERAK 
Km, s= Aem (4.81) 
我 们 称 积分 l 
P" [ Ks, £) de 
为 核 K (e, H Amk, XDEREOK (x, 8)nye RAE EO IER. 
+ 113 - 


之 同 有 如 下 的 关系 式 ， 


Asc Plz m>), (4.82) 
事实 上 , 由 定理 4.11 知道 , 当 mc-3 时 ， 级 数 (4.81) 关 于 变量 es 
同时 绝对 收敛 利 -- 致 收 伍 , 这 时 令 sme, 并 逐 项 求 积分 , 是 注意 到 
f lg.(G)| de—1, EM$ (4.8D, 4 m-ak, HPRAAA 
Ki 2) 一 HIMEL RENA, Ny Lebesguo 关于 正 项 级 
数 逐 项 积分 的 定理 , 可知 {4.82) 式 也 是 成 立 的 ， 

还 要 指出 , 对 于 一 般 的 个 次 选 核 Ka (c, a) Id, 不 难 计 算得 
出 

Ao | Ks (o, z)de- | 上 |K „©, t) |? dida, 

它 是 正 值 Ši. 

假设 对 称 核 EK (o, 8) 的 迹 已 知 ， 我 们 来 求 该 核 的 按 绝 对 信 意 
义 的 最 小 特征 值 . 

设 最 小 特征 值 Aa 对 应 有 2 个 线性 无 关 的 特征 函数 ， 且 设 一 ju 
也 是 特征 值 ， 它 对 应 有 & 个 线性 元 关 的 特征 函数 ， 于 是 , 在 形 如 
(4.82) KRRP, E (o, DBY 2m 次 迹 Aan AE A 的 项 有 rf 一 p 十 
g 个 这 时 ,将 (4.82) 式 写成 


Aam = An = (I+ 8m), (4.83) 
其 中 en ARE m 
so $), A) ! 


BI 29 [A1 > [4] (E90), 又 设 (5 
7 次 ,于 是 有 


BAIA P FE 


»-i( À4 YI , se A am 
L D ( s] ] 
Lm k= 23. MEI 
uu A ) [eta S 
T Aegi kartrit+t 


易 知 上 式 右 端 方 括号 内 的 项 
-liġi 


TT, 
P 
Pos 
hs 
[=] 
t— 


May 分 = 1 
2 ZUA S r 
kr riel Qna) i x 


< Guns 了 LK (o, æ) | dg -- ec, 


而 当 meo 时， hdd J'—0, iiid moo 时 ， 有 sm->0, F 
到 (4.88) 式 , 就 有 
DIE -lim M (4.84) 
从 (4.83) 式 ， T" 到 EN REBRS 
dom oo AMT 
ISI dem P A (85 


d 9 二 0, 则 从 (地 .82) 式 可 得 出 一 个 给 出 入 和 它 的 符号 的 公式 ， 
E 1 
m PITT deri 


和 对 应 的 近似 公式 
mr Ee 
P Ania: 
MK (4.58) s XE RT HEER 
DEINGGEDENEM 
同时 注意 到 Em Emio 又 有 


E 2 l8 2 
一 本 一 一 一 和 
Aam lcs n+l 


这 就 是 说 , 用 (4.85) 的 第 -- 式 作 近 似 式 要 比 真 什 大 ; 而 用 第 二 式 作 
近似 式 要 比 真 值 小 ， Puis 


À, 0 


m 


dama ^ 


(4.86) 


du 
515 RE 
——w9(2—s3, (Ücrcssl 


计算 这 个 核 的 二 次 选 核 ， 以 决定 迹 A MA, 因为 Km, 
ENRE, BR LAE sss 来 求 Ram, s), 
Kale, 8) - [ KG, HKG, s)di 
-4l. (8—2) (2— s)? di LI psQ at 
eL asiat 
- i-e (2—2)-Fs(a?—6c*--'Im)] Gae). 
根据 核 的 对 称 性 , 可 将 上 式 中 的 和 8 的 位 置 互 斤 而 得 到 
Kio, 9 — d [-e*(8— s) ka — 69 Ts)] (zs), 
现在 来 计算 积 AQ 和 4。 注意 到 对 于 对 称 核 , 又 有 
Aw f [1s Ge, 1) |* d£ dz, 
所 以 下 注意 到 核 (4.97) 是 实 函 数 , 有 
As |. | Ko, $) de ds, 
TX De 
da= [[&*(, 8) dz ds, 
DHE o ERETTE Oe s<i( HR 4.1), SD fs£t zs, TEOT 
分 成 两 个 三 角形 cy 和 03, 因此 
45 || Eo, $) da ds 


+ ffe, $) da ds, 


| 由 于 核 K (e, s) 是 对 称 的 , 故 上 式 右 端 两 
图 e 不 积分 相等 ,于 是 有 


六 [1 Ca 
A-2| K^, 3) dads 2] del“ K*(e, s) ds, 


ad 
d 


p 116 * 


在 - 般 情形 ,有 
Aam =2| d , EK; m, s) ds, 


于 是 , 可 求 得 
1a few nag l 
A, L| dej s 2)*ds- jy 
A =t del. Fs (2— g) + s(a" — Ga? —'12)]2 ds 
47 T2 jo o 
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J JA (4.85) 9 88 — 5X, 4 0m 2, 可 以 证 明 * 一 二 24770, 帮 
A, 一 FE sumi ilb. 


这 比 Ritz 方法 计算 出 来 的 值 更 精确 些 ， 若 用 (4.85) 的 第 一 式 ,而 
令 m=l, 还 可 得 色 更 好 的 结 昌 : 


,da 
NE 4.1956, 
且 有 不 等 式 4.115«34-4.186, 


$6 次 一 特征 值 的 确定 


设 对 称 核 K (o, S) BERI T REGE Aa, Aas c0, ^s 及 与 它们 对 
应 的 请 特征 函数 a (0) , qa (22, s pa (m) 都 是 已 知 的 , 于是, 可 以 
决定 次 一 特征 秆 xu 及 与 它 对 庶 的 特征 函 煞 perle). B FEN 
个 定理 为 基础 提供 了 决定 次 一 特征 值 的 方法 . 

&E3XB 4.12. Gi, Ma, s An AA (m, s) 8 — 12 p ded 
组 成 前 序列 ,而 pi (8), pa), "c, Palo), i S 2p FECE EE 
FATRE RIRA, Wj An 6E 

A (v, D= K m, S) leone. 


的 按 绝 对 值 意 又 下 的 最 小 特征 值 , 而 pur) dx KO (c, 上 的 与 
Api PT EET E BE SE AK, 
w ]17 ， 


xk-- a BER] JA $ 4 S[HE 4.8 得 出 ， 

据 此 , 求 核 K (o, sE RIE A 相当 于 对 KO (o, DRH 
—A RHET, T AE, 就 可 按 85 中 记述 的 Ritza TERK, 

EE 4.18 ik K' (o, S) $345 1x7 hap 的 绝对 值 的 倒数 等 于 
积分 

Ie, 由 | 一 上 | E(w,s) 9(0) pd ds 

$334 X 4E, XP p(a0) 3$ RUFI At, 

(p, Q9) —1, (p, q3 —0, Gp, qs) —0, e, (p, Pa) —0, 

uEBj HB, o (0) 53 p), ple), s Pao RIEZ, 故 册 
Hilbert- Schmidt 公式 ,有 


Kg— X, (o, p. (m, 


AANRAAK AA sicat. MIRU pE) 后 ， 可 以 逐 项 
求 积 分 


(Kg, p)— AU Pr) Cpa, p= È (p. I (9, T2) 
3! gr 


PME - TURE— D xm 就 有 


ICA) rr, (Cp, Pm) |”. 
应 用 Bessel RER, HEH lel =1, 就 有 
| CK o, p) ie Ie ER TIE 

X, TEH, XR (o) =p), JU Exi f ep B 
为 竺 号， 定理 证 毕 ， 

最 后 , 我 们 再 指出 , 一 个 不 需 应 用 特征 函数 而 由 核 的 迹 直接 决 
定 第 二 个 特征 值 的 方法 . 

Hi KE (o, 8) 的 第 -~ 个 特征 值 A 是 已 知 的 , 求 第 二 个 特征 值 
ha 为 讨论 简便 起 见 ,不 妨 设 和 t Aa 都 是 单 特 征 值 , 且 一 加 和 一 和 
都 不 是 特征 值 . 
“jj8。 


Bos A95 Aam 
i i a eo 1 
一 一 1 — 
| Az" | 2 AI" 
NES 1. | 
-322 .88 
Ee AM. PEPE E (4 a ) 


Hom 35 2X, n AEFI (4.88) rg 2$ — B cea 大 于 其 它 的 项 ， 


而 且 其 余 前 项 与 这 项 比较 和 缘 小 到 可 以 略 去 ,从 而 得 到 
I Ban 


————— m 
Anpe" 2 


由 此 推出 下 列 两 个 近似 公式 
WENN Bam 
LT Ta "i 


(4.89) 


d Is erm. Hau (4.90) 
AXPE HEERA DE E, L ABa ESE [HEEL EYE, URS 
ZAARA, Hei 8 uiae. 


He 设 核 为 
| SEED gas i 
OPT N eq (69D 
|- was dnm, (dzeezesz-0)., 
六 时 可 得 — Ka, TE tling +i— e], 
于 是 , 可 计算 得 到 
4 1 
=| so, 2) da 
1 1 1 
A, | Ew, mdz 一 | do| Xt, $91*ds— aos 
1 
— åd. _ 
Ba= Az— As 12288" 
HELL, 
1 
M 一 -二 一 一 是 .7 了 8 
UV A. 
EE —2T .12. (4.02) 
dui a 
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$7 可 对 称 化 的 核对 称 积分 方程 的 解 


在 讨论 对 称 积 分 方程 求解 问题 之 前 ， 先 介绍 一 种 可 对 称 化 的 
H. 
WE Ks, 中 有 如 下 形式 : 
K (2, 9 —r(s)L(o, S, (4.93) 
Hir r0. H L, 9 E RS, 也 即 工 (5, S) 一 上 (s,m)， 这 时 
可 以 把 积分 方程 
p (e) — 2i K (o, s)o(s)ds— f (o) (4.94) 


化 为 具有 对 称 核 的 方程 事实 上 , 将 方程 (4.94) 89 Bu 3t 3 D) 
vri), Bid dio) = vr lepa), 并 把 它 夏 作 新 的 未 知 函 数 ,于 是 
得 到 积分 方程 
po) — A [ Ar Gir Ts, S) (dem VFS E), 
(4.95) 
EN, Jr RE (4.900 BEBE "m (m) (S) Lo, s) X) ERI. 
这 样 ,具有 对 称 核 及 可 对 称 化 的 核 的 积分 方程 , 都 可 作为 对 称 
积分 方程 
ee) -Af E (e, 2p (ds f) (4.90) 


HRA, 其 中 核 Ke, 是 对 称 的 ， SER OK (v, s) p -- UPERSEÉfB 
An Aa, tr, Am, 有 对 应 的 特征 函数 pa (8), ga), rn, pum), n 
BABA. JH a, ERRAK p (0). 关于 正 交 标准 系 do) 的 
Fourier x Gp. 


a= (P, = o Gu) da, 
由 Hilbert-Schmidt 定理 ,有 
| KG, Soi) de= 3 xe (2), 
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从 而 ,南方 程 (和 .36) 得 出 
pæ) o f G0 +A È ps 2). (4.91) 


为 了 确定 其 中 的 eaw 将 人.97) 式 的 两 边 乘 以 pw), BAT aM a 
8j 5 取 积 分 并 注意 到 gi (0), pala), c, gal%),"… 是 一 正 交 标 淮 
AR LER SII 


mibi as fem GE p) (j—1,2,-). (4.98) 


如 果 % 不 是 方程 (4.96) 的 特征 值 , HB AAA Tr EA (4. 98) 可 解 得 
a= ^i 


À,—À 了 
代入 (4.97) 式 ,就 得 到 积分 方程 (4.96) 的 以 下 形式 的 解 ; 
pæ) =f 4. 3 4^. o. (2), (4.99) 


RARA E t8 A Soie SCR. 

如 果 和 是 积分 方程 (4.96) 的 特征 值 ， 且 设 和 = 和 一 知 41 一 … 一 
Ae, WA REY 2c, 7-01, e r 的 系数 a 也 可 如 二 所 述 的 
FARE, 而 对 于 j=7, rtl, =, YY 中 的 一 个 数 ， 必须 而 和 且 只 人 须 
f,—0 时, (4.98) 式 才 可 能 有 解 eu, 它 可 以 取 为 任意 常数 ， 换 言 之 ， 
当 且 仪 当 积 分 方程 (4,96) 的 自由 项 了 (sw) 与 这 特征 秆 所 对 应 的 所 
AREARE, 积分 方程 人 4.96) 才 有 解 , 这 时 , 解 表 示 为 


v—1 e 
e) c f) X S Prog i) ftr guo) 


n--r^4r- 1 


TO, (m) + Orciesi (m) 十 十 Grr (x), 
(4.100) 
A (4.99): (4.100) 8&2 ELilbert-Sch midt z- X, 
DIT 解 非 放 次 积分 方程 
ple) -a EC, S)g(s) ds—sinz, 
sin t coss, $8 


其 中 K (s, s) =| 


ain seost, SET, 
H 8 ERRA ERBE E (o, 中) 的“ 切 特征 值 和 对 应 的 正 
" 431 。 


AE SOBRE GE o CIR OU B 
n=) 1, p(n) sn(s- e. E=, 2, 1), 
计算 


MS M * ES 


[^ eme 
1 
LE (m-3 oi) 
所 以 应 用 Hilbert-Soh midt 公式 可 求 担 : 


当 Aue 时, 原 积 分 方程 的 解 为 


. Las 2A 各 1 
p (s) =n e+ Drm —1—A 


b — 2nd i, 


eem 
Ty » EH ms 3) 5) sme yel 


Mp —Ós IS, BT? fio 0, 故 这 时 原 积分 方程 无 解 ， 


第 五 章 “第 一 种 了 redholn 型 积分 方程 


本 章 主 要 研究 第 一 种 Fredholm 型 积分 方程 的 特征 值 和 特征 
画 数 的 存在 性 下 下 核 产 生 的 函数 展开 为 特征 画 数 的 了 Tourier 级 数 
Ee SUPE XE BH; BUS TTB N AEAEE: 以 及 用 逐次 迫近 法 
求解 等 问题 ， 


$1 第 一 种 Fredholm 型 积分 方程 的 
特征 值 和 特征 菌 数 


Bele, VEXER o, yE la, 纪 的 分 让 连续 函数 , REDE 
下 而 的 重 积分 
L | (s, y) |*dedy-- B 
HUN RH GO 
进一步 还 假设 
fle, Dlras<M, [lhe, ldy<H, 


其 中 型 是 正常 数 . 
我 们 称 


Tæ -| k, Woy dy (5.1) 


AX 3v Eredholm 4f 297041, EH F ER ER T £8 XJ RT 
TAS 3, go) ERAK. eih 假设 bo, Vy) nE, 
容易 证 明 方程 (5.1) 是 叮 对 称 化 的 方程 ， 
事实 上 , 将 后 . 蕊 改变 变量 符号 , 写成 
a 128 « 


FG) - ftv. Hgts 
EXE SEDI EG, w), ERE y RR, 得 
[Ei osad | ty, D FG a oodd 
一 | [| key, D Gr, 2 dy Jaco dt, 
于 是 方程 (6.D 化 为 0 


Fx) - | Kœ, Hg Odi, (5.2) 
其 中 P= | Fy fdy, 
& K, (s, t= | Biy, 2) kly, dy 
显然 是 对 称 的 . 
六 了 讨论 疗程 5.1) 的 可 解 性 条 件 ，E. Sohmidt 引进 这 样 的 
定义 ， 


设 对 某 个 实数 =0, TEES T OU SEDI BE p C) RI e (a, 使 
得 满足 以 下 方程 组 ， 
LOL hl, WY) dy 
: (5.3) 
b (a) 一 | E, 2 oy) dy, 


WEE X JEGDRRO.I EE (e, y) IAE REA, (pa), bo) y 为 与 这 
^P (Et 2- EDGE ERA IHRE AE RR XXL AR EU OS TE TEC 
都 是 正 的 , AE A EHK, MARA AEE, AARAA 
AF P II THPEREAE B RR p, — 2) BRET. 

TEPE, AAA (o, 幼 是 对 称 核 , 则 方程 组 全 .3 就 等 价 于 方程 


ea) -Af ks, y eoty)dy. 


应 该 指出 ， 第 一 种 Fredholm 方程 (0.1) 的 解 一 般 是 不 存在 
HJ, 即使 存在 , 也 不 一 定 唯 一 ， 

p1 方程 
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e= | sin(oty) ply) dy 
是 不 可 解 的 . 因为 , 我 们 可 以 将 方程 写成 
f sin (w+ oy) py) dy — Aan wt Bcoss, 


其 中 A- |" cosyo (Wy) dy: B= |. siue dy. 
显然 不 论 A 5 BRIAR, 均 不 能 使 得 Asined-Beoss- s". 
H2 IET 
Ssing+3coso= | sin(s--y)p() dy. 
RITE TF JEA H E 
pir) = A singt A cost, 

其 中 A-5 BERERA. 容易 验证 , 方程 的 在 端 等 于 

上 sin (s--30 9) dy —mB gin 4-7 x.À coss, 
[H] Z5 TR E] Ze AR EC E , 得 

A=, B- 
JE 


m` 


所 以 方程 有 特 角 
pola) — (2ein z--8cosz 小 
此 外 , PR c 
b) ~Oo+ SA (as conma b, sin nz) 
与 核 sin (z-- y) KE Sz, MEA 
[sine yy) dy 0, 


这 里 Co, an, 5, 都 是 任意 实 常 数 . 
所 己方 程 的 一 般 解 为 
ple) = eoo) rm), 
EE n[ A0, 对 于 一 般 的 方程 (6 .1), 如 果 它 有 解 g(w)， FIN ZEXEXE 
个 不 恒 为 零 竟 通 数 省 (四 ,使 得 
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Pb 
| kie, itty dy—0, 


B oo) 填 上 (也 是 方程 (6.1) 的 解 .这 时 , 解 直 然 是 不 唯一 的 ， 
Schmidt H, MATAO. D, FER — HE t i fiA 
(O«A atA AE M A IE 36 PROE By A [B FF fE R X9 Xf 
io; (2) , dr, (m). 
证 明 恕 下， 首先 ， 由 方程 (5.1) 的 特征 什 入 和 和 相伴 特征 函数 
X igi) , dr GO HB I& 8 £4 (0.8), n EATER 27 d (o) RI AL ane) 
4 9i] Jp eg 


E. (s, 的 一 | EG, 8) EQ, wd (5.4) 
d T 
K (æ, y) - | ku, t) Fly, D di (5.5) 


FE E T BS EEA ATE NE R Ae. 
事实 上 ,由 (5.3) 的 第 一 式 代入 第 一 式 , 就 得 
pata) os | By a [s | EG, ds (006 Jay 
b Tb lll 
AH dco LEG m ky, Day Jet 
=N K, œ, 表册 全 人 
类 似 地 , 也 有 
pM) E a, o. co dt. 
Ed 29 SEHE ERU EAA RR t p (o). fi 8 
(Kp, p) =| | K. Gs Wp Pd dy 


b pb 一 -fa -一 l 
-| | p) pp [| FE, 2) kl, y)dt dz dy 


J 


-| f kit, w) pz) def kG, y p váy Ja: 


ilg 
b 

-| 
ü 


h a 
| klt, v) piede | dtz0, 
a 
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同样 ,有 (Kp, p0, 
XX INEO BEER Kn, SD CIE, K" 0o, 40) AE. 对 于 正 对 称 
TX, 它 的 一 切 特征 值 都 是 起 的 . 

这 样 一 采 , 可 设 M qu) 为 止 对 称 核 KG, 轨 的 一 切 特征 
AANE inte EU RIERS. BR, BUE CEA, 它们 是 存在 的 ， 
TETRRV TE] quio): 

pia) = tal Cn, Hd) dy, (5.6) 


容易 验证 , A Mpo ARGEOSDERRE Km, y E a X F H tE 
ERREI o5 38, 

Hk, BEIER, FEE HREH RH eo 构成 了 K æ, y) 
BI RPE AIRE A e. A, Aap, ho HEU, 
了 方程 5. 的 特征 值 称 相 从 的 特征 函数 对 的 完全 组 . 

不 妨 设 Ao A polw) 是 对 称 核 E" (o, yy) 的 任 一 特征 值 和 与 之 
X REPRE. 4E fole), 


a O 
ibo Ca) -A| EG , €) qa dy, 


这 时 有 pole) =| KL Gm, Dh (Os, 
BP AË ido (o) ERITA 尺 ,(w, 妇 的 特征 值 和 特征 函数 ， 此 外 
pola) -M[ K*(s, Dold 


hb ` 
=13 | | EC, y) EE 3) po (dy dt 


办 . 
= Ao IE £3 yo ly) dy, 


XX ML JE OU, EK" (o, ) 的 任 一 特征 值 光 和 特征 函数 po Œœ) 都 可 通 
过 (5.6) 式 ,由 核 K, (o, y) 的 特征 值 xo 和 特征 函数 如 (四 来 给 定 ， 
TRI Hm hb) pO (5.6) 3X Z HR le GO HEU T A 
5. 蕊 的 二 特征 昔 妇 二 对 应 的 相伴 特征 尊 数 对 的 完全 组 . 
显然 , iaa (2) Pj fdnGo) YR] ELA E 2e at 
特别 是 ， 苦 核 Aim, y) Jéi38 AGBS, 则 它 的 特征 信和 相伴 特征 本 
4127. 


数 对 的 个 数 是 有 限 的 。 这 是 因为 ， 当 EG, v) 是 退化 时 ， 相 应 区 
K. (n, yl K "Go, 殷 是 通常 意义 下 的 退化 核对 于 后 者 , RN E 
知 只 有限 个 特征 值 和 线性 无 关 的 特征 函数 , CCo, 护 也 只 有 有 有 
限 个 特征 值 和 相伴 特征 函数 对 . 

对 于 退化 核 情 形 ,下面 给 出 一 个 求解 方法 : 

设 方程 (6. 攻 的 核 为 退化 术 

blæ, y) = Da b), 
DEAE D a (a) 与 bon) 都 是 线性 无 关 的 ,这 时 方程 5. 才 可 以 写 
成 
f) =| hls, Wy) dg 


-De) | bg ay 


= eG), 


其 中 fs 是 常数 ， 这 就 表明 自由 项 了 (w) 仅 当 取 上 面 的 形式 时 才 可 
解 . 特别 取 所 求解 为 如 下 形式 ， 


g(a) = 23 gbala), 
其 中 gw 是 待定 常数 ， 将 它 代 入 方程 (6. 起 中 ,得 
OAOD NAKAO OLT 

记 Bam [ss 00 dy, rs 2 e Hc NO, 由 此 可 得 出 
决定 g 的 线性 代数 方程 组 为 

fo— D Bage (pl, 2, =, n), 
又 因为 {bz(g)7 是 线性 无 关 的 , 不 难 证 明 doblea) 90, 由 此 可 以 求 
出 js 最 后 得 到 方程 的 解 为 9(2) 一 D gbale), 


DIS 解 退 化 核 方程 
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71 
Br? 十 二 一 | p (Gy ttry g Gn) dy. 


mH a4(5) — 627, tale) = d, 
bi y, bu) = 
Jiag Jfa=1, 
又 经 过 计算 得 . 


pa ay-2, puc ( vaw- 
11 » y 3" au PE My B' 
1 
Ba- Bs. ,Vdy- 0, 


HERRE, np-2. TRIER 
b 


; ER: Nd 
gi») gt 99. 


$2 展开 定理 .Schmidt-Picard 定理 


现在 先 引进 由 核 产 生 的 函数 关于 特征 函数 的 Fourier 级 数 的 
展开 定理 , ED. 

x: 5.1 Aat 是 方程 (5.1) AE ke, y) $)— od A, 
{pcm}, du(a) EX 5 DARE E89 uc X Mo 9938 DE ES T OX 
ig(e) 是 区 间 [e, b] Eb AS XGA pDAAGAdA, 且 下 面 的 积分 
^m. 


f lt@, p) 'iy<M (M REER). (5.7) 
ET: f£G) —| he, og Go dy 
T A x $5 xd 9L Six Sk 95 ELE: 
f (0) = SV fola), fe | f Gp da, (5.8) 


证 明 ”首先 应 用 Cauchy 不 等 式 , XE UN (5.50 ML XD G 
计 , 得 
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IE QP$íÓ 1B nbn | ` (A2 
WF sm > | | Si ade d | 
PE NE MEE T: m 


< M us sep. 
m9 (s, yh 关于 GIG HH Fourier 系数 ， 这 里 的 = 看 
“y 
作 参 数 , 十 是 有 Bessel 不 等 式 
> pA E <| £o, y) | dy M 
=] 


成 立 。 从 而 有 
> SM TOME «M p As | fil". 
又 注意 到 
pe v) pr) gy) de dy 


-| Ody, (5.9) 
即 aufi S eG GD du J& g 3€ (008) Fourier 系数 . 同 
样 应 用 Bessel 不 等 式 , 可 知 下 面 级 数 是 收敛 的 ， 
SI) Loa? dye. 
因此 , 对 任意 小 的 正 数 e, 15 n 5j p EAR, T 
bi MAI 
Wu o | $ fec «u SÍ annia eos. 


Peri M 
其 次 ,证明 级 数 (5.8) 的 和 就 是 f Ca). 为 此 , fioi 


-| 于 k(m, y)gGD dy— $i f, (o) * de 
-| blo, 1g) dy |. bim, t)g(t) dt dy 
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-RS F], | tie, DIGÀ eia) dedye 3 |f|? 
EE ERU CO 40 5X T (D. 9) 5C, 又 
re- Sesto -| EK. aos (dy dt 
-2H,5 |f, * - I 
à n —— it 
=| | Rs DIDI dydt- MIRA, — (6.10) 
因为 K (s, y ER H. 
MEZO j j*dy- |" |. ET, s) ht, dt, dy 
<| n |&(t, æ) EZ | £t, y) at |y 
—M(b-—a), 
乎 是 应用 上 一 章 的 Hilbert-Sehmidt 定 理 , 得 
h a 
J£. Dady 3) ig, 90006, 
EEILI EE PEE C PSU, 由 此 , 得 
NN K Kt, y)g(Dg( dy dt = 3 ma |(g, $2 |, 
I$) (5.10), 并 注意 到 (5.9), XS 
KORPO 7 3i. dor 


-> Ay d Gr Vor, 


4 aoo ti, 上 X. 这 就 证 明了 Fourier 级 数 (5.8) 的 部 分 
TIPS SUP PG, 但 这 个 级 数 又 是 一 致 收 仑 的 , 因此 它 也 一 致 
WAF G. EEE, 
A, 有 下 面 的 : 
ERBO.2 20.) 7 42 (6.1) 05 — Xa M HEAR, {gi (2), di(2)) 
A H AAT EL SS UE X E M4 FAE DROTAL X dE fat ex 
i& lab [a, b] E t FATRA, BUT 的 积分 有 有 困 ， 
.131 ， 


站 po pie (2M 是 正常 数 ).。 — (61D 


TEE. Fa) | EG, 9) f Gn àv 
DEG ODE k E FEAR Ak CES. | 
Fæ) = 3 Fehle), E-[r a)d.(m)de, (b.12) 
在 前 面 和 1 中 曾 指 出 ,对 于 任意 的 函数 0), 方程 (56.1) 的 解 
一 般 是 不 站 在 的 ，Sechmidt FAH, S3 
DALAP, fi U, e) 


c od TURCO D) REA 23A, 以 后 Ficard 又 指出 ， 在 相伴 特 
征 函 数 对 (pio, du(aD d 中 的 正 变 标 准 系 (os (02 1 是 完备 的 假设 
F, 乍 述 条 件 也 是 充分 的 .后 者 通 笛 称 为 Picard 定理 . 

"ERR D.3(Sehmidt-Picard ÆW) {Abda le), præ) 
AZ 4£ (0.1) 83 PL d dx fioe da B 88 E E O EAA A, 


又 设 正 交 标 准 系 {gpskg])} 是 完备 的 ， 则 方程 (D.1) 再 书 的 充分 和 必 
要 条 件 是 : 级 数 

SIMIA, fim Qon © (6.18) 
d 2k. 


证 明 SNEG. DAR g) € Lala, 5], MWA 


OOL | oæaof ky, z) piy) dy 
=M | ze wf k, m)g(mc)dzm 


=u | fF DR dy fe 
BD uf EGRE g(ey AFANC) 的 Fourier 系数 ， 于 是 由 Bossel 
不 等 式 ,级 数 全 .13) 是 收敛 的 , HE 
SUI | gle) "de, 
反之 , EU CO 13) ict, JU moo 时 , 有 
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in 


pU S mfe) Pae S at, 
于 是 根据 E. Fischer-F. Riesz 定理 ， 必 存在 函数 g(2) € Lala, 
5], [di 4 n> FK, 


lg Bufa) |, msi ot dit s. 


fe ews- [ s, Da Gn àv, 


如 果 能 证 明 o (2) 0, 则 上 面 所 得 出 的 函数 9(w) 就 是 方程 全 .了 的 
解 ， 现 在 让 明 这 一 点 : 显然 有 
(o, e) m (F, p) — | | FG, DG eG dady 


=f 3- [soda avo, 
PRR p(z) FRE BC Cs 2 RRE, ia (a (2) 1S 
备 的 假设 , 即 有 
! Qa) —0, 
定理 证 毕 . 
设 给 定 函数 (2) € Lla, 妇 ， 我 们 说 正 交 标 准 函数 系 {pt(o)} 
I f (2) JE3E A 80, 是 指 对 了 (o) 有 Parse val est gir. 
SHER Bi (2) C Lala, 5], 45 B BOSE A 
q.i = X ha fal GO, fer Cf, p) (5.14) 
Mic PR, 这 时 有 下 而 的 Schmidt -Picard 定理 : 
TESA ” 当 且 仅 当 正 交 标准 系 ipio) p SOT fO) LM 
时 ,序列 gs 均值 政 族 于 ftw)， dp A, 3 4E (0.1) $1 EAE E, 
kg, — Sk 3x T. fiw), 
证 明 因为 
gsm | Gn, y) Ra Tu fb Gn dy 
-= XU kbs, Dady- S Aen, 
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"h . ,U n E pa 3 
所 以 | a ræ ae 一 | Alfano e) de 


- [Irc ids - SAP. 


由 此 可 见 , 2A EFE (oi(0) EXE P Fo 是 完备 的 时 ， 即 对 fF, A 
Farseval 等 式 


MOLE 
成 立时 , hg, HEIT F (o), 这 时 有 有 
lim| |g,— f (2) |*do~0. 
EDEO DAR ga), MA 
fG) = | hw, v) (odo, 
则 由 展开 定理 5.1 可 知 , bg。 -BKAT f (20, B 
f (9) — 3e. 
定理 证 毕 . 


定理 5.5 3 42 (5.1) $9 8. g(o) Ae de, mj 3 Bde 3 (uo) 
对 于 gfg 是 完备 的 时 ,gg 均值 收效 于 ICONE CE ME AUICOR 


PEG 3 ho dy, AARNA Ca, b] 上 平方 绝对 可 积 的 函数， 
虽 g. (2) — S4 9T gm), 
证 明 GOSEQO.DAE GG), MORE 
jg -gw do [^| fte — 9 (2) | da 
= Ê’ (gœ) | de= 2Re Sh Felg, d) 
+ RI 
注意 到 当 FG) = ia, Vy) dy 


成 立时 ,Fo E TP ign (9) 1 Fourier RA g) 关于 Db) i 
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Fourier KAZ AAA TAR. A): 
F= i, p) =a 92. 
P, [ iq.Cr) | dm | |a x) |? dy - NE. 
Hi " 是 giu) eh 的 Fourier z& d, Jp pA Ni HOD 3 
ib) PSY g Go JE Sd R9 IE, 则 等 式 
| ®t de= Sut 
JE, SPESE, gs Co) SEAT go) , RE 
lim | Ig. Cm? — ga) |* dz — 0, 


"nA 


特别 是 , 当 g(w) 可 写成 
go = | Py, T handy 
时 , 由 展开 定理 5.2， go) VE BERE GLA A H — Biol PH EU 
gle) = 2, boda) = Ffal), 
TOE TEOT TLI 


53 GERE SEDES 
下 面 介绍 方程 (5.2) 的 一 种 解法 , 它 类 似 填 第 二 种 积分 方程 的 
记 K.g- | Km, i) gy) y, 
这 时 方程 性 .2) 即 可 写 为 
Fws KE g. 
FAA T 
K'g= P Ks, Ve) K Yrs Yr) 
E hs, yo gi due daa, (5.15) 
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易 知 有 以 下 的 释 核 公式 成 立 : | 
KK = Eg (5.16) 
BKE, 5] ERED 26 8E RI 8 B3 TE SRL ÉC gu G2 为 方程 
(8.2) BP] SEX fL, 并 按 以 下 逐次 迫近 的 公式 
d) = 9.40 EF ir - R gaa (5.1) 
GB nD, gale), rn. gum), n. 
下 面 利用 算 子 运算 , 把 ga (a2 HE go (0) F (2 FAR EL (o, yo 
AL. 
jd Tu 7 (a 77 n-i» 
则 有 fem rs E Beim ruo hoa eamm PA neg. 


do. 
Fam E — K in-i; 
TE, Ta Tai — — E Gait K agas — Kg, 1 ga-a) 
= — K Fas 
所 以 ra= (l-K faim - EUM, amie 
——XK,J" n, 
vU - K go, 
PB Mip pur PoEDITE S WEINUECLAUR E 1 20E RE 
得 到 


po 
一 go 二 六 GEK pE -— Ego) 


一 go 十 = CED, ar - kao, (5.18) 
这 里 KRK, YRS- (0-E.)"]. 

显 见 , E g.G0 BU Ge, ME R R E A 3E gw 就 是 方程 
(5. 人 2 的 解 ， 若 再 附加 一 些 条 件 , gCw) 也 就 是 方程 (5.1) 的 解 ， 为 
此 ， 我 们 有 必要 进一步 讨论 % (四 的 收 敏 性 ,在 叙述 有 美的 收 化 性 
的 定理 之 前 , 先 证 明 几 个 引 理 ， 
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^n = 
不 妨 做 设 JJ, Gs y) Pdadysza, 
AEPZPRG.1), gon j&- "SR TER JE eL, DEOS 
“四 fn 
| | ble, a) |*dx dg — B7 2, 
26d. 


则 在 方程 (5.1) MEHR Et 2. s ASMONE 


TETORIN ETOO 


FRR VG, Dm S kla, 9), 
' P, : 2 
AR A | | [k (m, y) | de dys gXB-2. 
对 (5.18) 中 得 到 的 近似 解 只 (o)， 让 
Faa) Rg,  fm)—hg, (5.19) 


求 出 Fourier 系数 
Fa | Pao) di de | K, C, gu GV (0 dedy 


f "b rb 
Jul. 


EU, m) Elt, yo galy d. (o) dt da dy 


1 bh NENNEN 
T MEC V) gau is (2) didy, 
因为 fi - | ka, M ga(y) dy, 
所 以 , 得 rah fal BD dt 
-总 IC Cg) dr Gr) dy, 
即 有 
Fun (Pa p) m Gs eme P). — (5.20) 


5138 8.1 Fp) A fio) KSERA HL IRR 
的 Fourier 2& Xr. 
(137 ， 


F, Gb) = 一 WF al (x^ ; p (a) = 352 (m), (5 .Al) 
2i £—i 

特别 是, 车 选取 
b 

gom) = | E, m) hp) dy, 


站 凡是 任 一 平方 绝对 可 积 的 范 数 ， 则 gu (2) EE RE LA MEO EL 
—sSü vsu Fourier 75 tr. 


Jala) = b AF ab (a), (5.22) 


证 明 直接 应 用 展开 定理 ， 并 注意 到 于 面 Fourier 系数 的 计 
算 结 果 , 有 


fu) = kæ, gn yay Š Enpa), 
Fo) e Kle, a au G)dy 
=| [8678 ks, 2g. (dy 
= | EG, o falat 
- Š hEn | FG, 9) o (Odi 
= S Fab), 
同时 , 当 gola) = | E, ) A(u)dy 
时 ,有 
go) o gv) + P (2) -K go | Ey, 2) hey 
+f 5 可 fF dy— f E, æ) kt, y) go (y) dt dy 


- [ E, $) TROD -- f Gp) — fo (y)]dy, 


其 中 foe) =j kia, y) goty) dy. 
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TAE BIET EM 5.2, gia) nf bI Ep iios Sir VL — s e x RE 
数 . 依 此 羔 推 , 可 得 ga CoD p nf TRE ELA R CELO DOT ERE 
dn (p) 一 3 CA hoyle) = 5 AEF aahi), 
295.2 系数 PF AEF ZUGE R. 
Foa o Pi pt Fa E, Fa), 


" 1. 
这 里 i j? 
它 


if | usd oL, e Hagia Mi, lim 4 —1, 


证 明 由 司 .17) 式 ,有 
CA Ju = iat. ili) T CF, UA m CER gs is du) 
= Caii. 1d.) J- CF, jo —= Uni, Rab 


-(1- - VO CF, o. 
RRX IE, E 


(ga, I) = CF, ibo e gas, Pi) 
mU, o EQ, d) + Malgas, UAM 
= (LM i) CF, po -Fur g-i b m 
= Ce Bio u CHE, d) Heute, de), 


ET] (gn, Di) 一 = doas F, P) ui o, di) 


2x "n — ub GF, D) du (o, Ju, 
Pm (S EFH Fo, 


EE Fwi Fm Foa F. 
因为 ld «f lie ) |?ds dy«2 
AP £x ald Y y d 
i 
BWE |i, 


此 外 ， HF SA 且 lim hn 一 十 cc 又 趣 
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1 i 
ie [一 得 圭一 EM = Hai 

| MEAE 
i Him ulim (3 y) =L. 


885.9 等 式 
M |En F^ lim Sw | Fu F |’=0 
成 立 ， 著 方程 (5.17 的 解 存在 , 则 又 有 有 
lim PMI Fu Fi|*—0, 
证 明 将 
Fola) —F (2) — K s | Fy, a f (dy 
ERAF) HE Fourier gä MH Bosse! 不 等 式 ,有 
SIF Ff [Uri FG |a, 
函数 foa) — PG) 一 tf 
关于 {ps(2)} 的 Fourier 级 数 也 符 分 Bessel 不 等 式 ， 
SMEs Pd | Po — 6) ldo. 


由 出 人知, 级 数 3 |f, Fl S a Pu FUA 


和 DN Pu Pl Spf} Pou Pel 
XT oa dé— S gra, sek S BS SERES mf 48:81 
lim > |F au Fil = lim 5 u| Po— Fl 


一 SHm uf Fu — F,|?—0 


lim $22| Fua — Fal’ ~ lim Èa?” | Fou F|? 


T3 £-:l 


= $ lim Xii ^ LES, =0, 


站 一 上 5n 
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ACIER (SD IO AREE, 则 也 有 Bessol 不 等 式 
en h 
SMI Fo Fat | gole) 一 go ^d 
JE. HE, 同样 可 推 得 
lim < Al| F.—Fq?- Tim 5 aiai" Foa- F= 
AJH Prnt pw BH E P asdrSCpius. 
定理 六. 省 9» KE,,—3d4k T Fn, 
证 明 h50 5.15, 及 ,gw 一 2) up Eee ex H. — $« 
Wert Fourier 级 数 ， 


Eg, — Dr mfl), 


XGURJEREB 5.2, P= | FO a) fody TERAS E 
一 致 收 化 前 Fourier $& dt 
F (a) —- EE (o), (5.23) 
所 以 作 差 Kg, — P (2), JE ds 9j 3] BR 5.2, 有 
Kg, —F (8) =E (Pu bite - i u? (Fun Eod), 
而 级 数 
È Ga Pohla) (5.24) 


是 绝对 收 往 且 一 致 收 伍 的 . 另外, 由 于 必 适 合 引 理 5.2 的 条 件 ， 
从而 有 
| — Fb(e) | < | (CPo— Fs Co) | 


或 级 数 X ui Us — FO le) 
绝对 收 敏 且 一 致 收 雍 ,同时 关于 2% 是 均 句 地 成 立 ， 从 而 不 难 知 首 
lim 33 ut (Fa FA 


一 > lim us (Po — FE du (a) 0, 
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HIE f Kga- Fia) — > (Eso Foods) 
AskA- Se. Nazi, Eg tad WS B — SX ECT 


F (a, 

定理 与. xu nds E AME A gu): 对 于 Fe) 是 完备 的 
时 ,kg; 均值 收 襄 于 ro， 特别 是 , 若 方程 (5.1 可 解 ， 则 89。 一 至 
taff). 


证 明 ”由 引 理 5.1 A kgm faa) TEREA A eU 
的 Fourier 级 数 
kg,— X AF aple), 
而 f rie rm Fourier 级 数 
TOLDA] 
考察 
Cte — 60h às Xt ra FI? RINT FUP 
二 | f) |*da, 
由 Bessel 不 等 式 知 
| |F) Paa- Siue 
又 由 引 理 5.8, 有 
Hm $ AES — Pl =0, 
Mt hg, 均值 收敛 于 fo) 的 充分 必要 条 件 是 


Ta 


t 
DMIF? = | Iœ) da, 


HEXER (s (0) AT f (0) XESE 48 B. 
若 方程 全 .1 有 解 go, 则 级 数 


> AF ip (o) 
ARA EBAT F), PRG, Kg. — f Ca) RE Bos RAH 
,1432 ， 


— S, eU SUE. 
-fG)- SUMUS Pigs) 


t 


== > Aag l Feo Pip, (5.25) 


DESC E ua Y Pat Pai EO eio) 


£AXISXB- £e. h helal, ga. co B. 
— grt, E pons A5 5] Hr sr, 于 是 


lim 5 Kiop; (Ba — Fi pt) 一 S lim Awt (Fo; — Foo; 0, 

aoon del {=] n= 
HP ur Eg, UU E S E ER ECOM 

定理 .8 车 方程 (5.1) 的 解 9m) ER, RI 3 Eft bua) 
对 于 gl2) 是 完备 的 时 ,gniw) Ba T gir), 931A, 若 g(w) 还 
KE 
4 Lm 
g= | Et, v) hp dy, 


E P ARE ARN le, 5] EFES DAS dX, M gi) 
— tA T gn). 
ix SEG RUE de HR 35 


folum) = , k(y, D ho(an dy, 


Ao (y) 45, 7E FE — 7T Xx EE RET dR 85 dde 
证 明 H3514, p AERAR H.— 3900 OX 3] 
Fourier ZEE 


gie) m EP bia, 
gw H Fourier 级 数 
gio) ~ PMP Q2, 
BER 
f ose - oto Ide SYM Fu T FS S103 


j 
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v |. [g |*da., (5.26) 


EIE 5.34 
lim EHE LES lim > Mtn Fa F| =A, 
又 因为 在 此 Bessel pA: 


f gx) |j'da 3 MEE, 
Mrd (5.26) 式 立 即 可 得 当 且 仅 当 对 glw) 的 Bessel 7j 28 aX ole: 为 
Parseval4gsQmp, Big) Xj gm) 是 完 管 的 时 ， gn Co) 均值 收敛 
Yd gis): 
uim" (9. (9 —g@æ) |° de=0. 


特别 是 , 若 (a) m | EU, Why) du, 


则 由 展开 定理 5.2 知 ，g(w%) 的 Fourier Z3 5058) ir i EL— SOC 
FT g): H 
gis) =2 ME alo), 


从 而 9, (2) — g0) - $3 P — Fdo) 
dx dx Haa. — 535—718, g.() — g(a0 XM fel Sic T E, 
&k g. (2) — g (e) t- BUFE. BO g (0) BOAT 9). 

HT DA EB C Sio pE SERE , 故 就 可 以 应 用 逐次 迫近 法 , 按 近似 
求解 公式 (6:1) 或 (5.18) 对 方程 皇 . 世 或 (6. 思 进行 求解. 

以 下 再 介绍 一 种 解 第 一 种 Fredholm 积分 方程 的 逐次 追 近 
iE, HU 3, M. 更 Dasar 所 建立 的 一 个 定理 . 

在 引进 这 个 定理 时 , 要 用 到 “正定 核 ?的 概念 , 这 个 概念 也 是 同 
前 俐 所 述 的 下 全 性 定理 中 所 见 到 的 关于 完备 的 特征 函数 系 的 概念 
密切 相关 的 ， 现 在 扼要 介绍 如 下 ; 
| Biz Ke, s) E R pR i, g) Ela [e b], H Hilbert- 

gehmidt 定理 ,| & (s, s) a (s) ds v PUB R A858 co E.— B 


* lià, 


fro, $)g(s)ds — S Ipla), (5.21) 
g k=l Aig 


其 中 p 是 函数 glw} 关 寸 正 交 标准 系 {px(2)} 的 Fonrier 系数 ， 将 
ERP HEL pO, 并 对 z XE Fo, b] ERA, 则 有 


T, 38 D [3 Š 1a — . Dk 
| ( 了 ) s yas da ds > AEE 
a.a 


kl 


pr p(s)H] Fourier 系数 ,特别 是 , STAKA po) sd 时 ,有 
J=f | Eœ, 9) papoda- $ MA 5.28) 

当 J0 BINOS SEBUEE K (o, s) 是 正 的 ; 反之 ,是 页 的 ， 

能 够 证 明 , 对 称 核 IK (o, S) SIE CREER TEE PIE. 它 的 一 
切 特征 值 是 正 ( 负 ) 的 . 

XS HE DT TH ET 3E PRO plow) E Lalo, b], J 70, WERI 
Kiz, S) E XB EZ. EJ 0, ERE KG, o9 A XN. 

FERESE, W ERER EIE EUER] TS ARTE TE: 它 的 特征 莱 

以 上 潍 个 结论 , 留 给 读者 自己 证 明 ， 

现在 介绍 一 个 求 第 一 种 Fredholm 方程 的 近似 解 方 法 , 也 其 
下 面 的 定理 . 

EHD. ita k, Oo Xon ép oe X MEL FG) € Ds, 5], 
ER Ed 


f kim, s)g(s)ds— f (o) .. (5.29) 


的 解 丫 在 , 刚 由 下 式 
gu (m) = Gaal) HAES (o) — fle) (B.30y 
AHAIDE TA (5.29) a (5.80) 式 中 的 faalo) 
为 
六) 一 | he, Sg (0ds, 


go(z) X 4£ — f [a, b] E-- Zr Ha T R 5E, m 
145. 


0 BA 
CE AQ A bos, E) 92 Ao TE HR 
证 明 将 等 式 (5.30) 写 成 


ga (2) = g (3) +t (a) . (5.81) 
于 是 有 
ga (X) — dua) = us Qa) — Un1 Qo) 
-A[ hl, s) Eg(s) —g« a(8)]ds 
= A| kle, $us. (5)ds, 
BIET 


us (a) usi (0) 一 | Gu, us s) ds, (5.82) 


在 上 式 两 端 乘 以 核 b(m, s) 的 特征 函数 qu(20, HIF o Ma 到 
b 积分 , 得 到 


Kin = Ain 377 À | gut) do E (m, sS), 4 (8) ds, (5.383) 
这 里 Ds, 一 | Ms (2) qu Co) de», 
X BET kir, S JÉOSDPERISI, BE eG ie TTE 
pila) -Muf bs, a) i (s)ds —0, 
Er El 
| pido | kw, us. da 
一 Joss (x) ds [ Ez, Smtr de 
SEO i (s)ds— ns. 
回 到 (5.33), 又 得 
Gen - (i). Les -(i- Y en. (5.84y' 


RAR ERR 1 (0) 1I 6 EPI, 所 以 Parseval FA 
+ 146. 


| (aas =S lan)? (5.35) 
对 一 切 %=0, 1, … 均 成 立 , 按 假设 
o«(1- x) < (5.36) 
META 
ws 2 X A Nr od 
a) («M Ga) 
WS, BAHRAM a 0535, 所 以 对 任意 的 正 数 8， 可 以 找到 与 
n JIEM Nile 0, AB (Ho 4 NaCEO NUS 
3 «2 (20) E, (5.37) 
固定 少 对 级 数 S] (as 的 前 ?一 工 项 利用 不 等 式 (5.36) 就 可 得 出 : 
t EBB) 87-06, 存在 Nale 7-0, {a n> Nale) B, 有 


p 《osn) 一 $ (1- zy (ouo)? < 三. (B.88) 
联系 (5.37) 和 (5.88) 两 个 不 等 式 , 回 到 (5.85), 则 得 到 
[ods. 


这 也 就 是 说 ,由 {5.80) 作 出 的 近似 解 ga (0) 253 fene S P 76 82 (5.29) 
BUE, 
Ul4 解 以 下 第 一 种 了 redholm 积分 方程 
Fn, o dyo o — 2. 
sin sey, Üscm«yem; 


其 中 &G, 的 一 | 


eosgsngy, Os ys amm, 
解 ” 对 方程 两 边 陆续 微分 ,得 
il &im, y)piy)dy- — sin 3l sin yp (n dy 


T eos d E ypiy)dy-—l- p 


l4- 


-Ce yp dy-— ~ cose ^ sin yoQ) dy 
sin of eosyp() ly e (e) — — 
DET INIT. 
pæ =t — -人 kia, yotndy- 1 a 3 
注意 到 , 当 2-0 时 
[ Gm, po dy-o, 


M sc 时 3- kn, Do (Way—0, 

所 以 上 面 微 分 后 的 方程 都 同 原 方程 等 价 ， 且 不 难 验 证 齐 次 方程 
[7 tæ, Poy) dy~0 

仅 有 零 解 , 故 原 方程 的 解 也 是 唯一 的 ， 


8&4 第 一 种 Volterra 型 积分 方程 


第 一 种 Volterra 型 积分 方程 在 附 奶 某 些 条 件 下 , 可 以 化 为 第 
二 种 方程 . 
考察 第 一 种 方程 


| KG, 9o(9d:— £0). (5.39) 


APERQ.39)3rBURpAS, MERER SGEE RH f 一 
0, AATE CO.39) AART e RRK, BEES (5 K, s) 均 存 
在 , 这 时 有 


K (v, ajp(a) +| Et, 29(9ds—f'G2. 
B K (m, m) 40, DU EJ K (v, © BEERA, HD 48. 


eG) |" xis - pads = Sy. (5.40) 


,148 ， 


不 难 证 明 在 条 件 GO—UT,J EO.99)885.40) RES UT EJ. 
事实 上 ,由 (6.40), 可 得 
Afr, WP de f v), 


因 之 ， fx i, s)e(s)ds- f (a) +0. 
f K Gs, 99 )ds f). 


这 样 一 来 ， 就 可 将 第 一 种 Volterra 方程 化 为 第 二 种 方程 求 
oT. 
955 解 以 下 积分 方程 


Jreoso(o— o) dy sin am, 
E ”因为 sinaw|。o 一 0, 故 方程 等 价 于 
po) -oj sinz(z—g)o(3)dg-—acosaz, 


要 使 上 述 方程 有 解 , 必须 w(0) 一 a, 再 求 导 一 次 , 又 得 到 原 方程 的 
等 价 形式 


o! (2) e a? l^ eosam — o) (dy ~ a* sin az —0, 
即 原 方程 的 解 p(2) =0O 一 常数 ,但 gq(0) a, 1 


gs) «a, 
$46 试 证 积分 方程 


n (z—9y)"e(g)dy—s? (a1, 82-0), 


HAEN p(z) — 02^ 的 解 , 并 确定 常数 国 子 C. 
NE 将 Oo “代入 方程 中 的 8(w), 就 有 


aj (s —3)" 9^" dy —a5, 
4 y-or,W x 
osf (1-T)"714?7* dv —- x, 
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qp "S a-i sa a. ] | 1 

TR 0-||a-otw4-| -Bera 

Hub Bp, g) 是 Beta HE RAPRA A -f C iE HB 0 ER 
9 (x) — Ca^" 53 ICT REA 


$5 Abel 方程 


A bel 积分 方程 是 一 类 特殊 带 式 的 第 一 种 Volterra 方程 ， 由 
TJ RECRCOES WAHE 可 利用 特殊 函数 求 积 分 的 方法 进行 求解 ,和 be] 
方 物 是 从 下 述 问 题 中 产生 的 : 

确定 -条 们 本 和 王 直 平面 上 的 曲线 也 ,使 它 具 有 下 述 性 质 : 当 有 
重量 的 一 个 质点 也 从 曲线 上 高 度 为 六 的 点 沿 状 这 条 此 线 达 往 王 
HORAE), WSHA L HI ERAR, Pr Fé my RID S E A 
P] CU e Zi; 

P= falh), 

RERED IIA y A 水 平方 向 为 2 轴 , 坐标 原点 位 于 未 
Anz LG deükex. WHS LTES seia, MEZRA 
L BOSE EA t=0 =h A RER RUME, TES 

d=- v 1+ [£'G01* dy— — eG dy, pev AEF. 
这 里 取 “ 一 号 是 因为 弧 长 了 增加 时 , REST BE y 减 小 ， 
由 能 晤 守重 年 律 知道 


其 中 跑 是 44 点 的 质量 ,9 是 重力 加 有 速度， 由 上 式 就 得 出 
l -I 0022299). 
SETE ~f 2g(h — y) y 
HEA A TESI EE EIE, y 对 应 由 殊 变 到 0, 所 以 得 
2. L pe d; 
f) - T Pu (8.41) 
ERP 8 U- £529 H4 (D 415 SIE DAC DEOR ERU D, 
方程 (65.41) 是 方程 
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i 
f wy ^wiyidy—fix) '0 Lei) (5.42) 


在 “一 I 时 的 特殊 情形 JT VERE (5.42) 六 Abel 积分 方程 ， 


dA fü bpm es S. 
Abo FER AUBRE 
[5 £52,109 ay fy (0 cae), (5.43) 
(e — y) 
其 中 Ge, y) 1 f Gn) EE ULL ERU, ELERT, GE Gn, y) Gey) 
HPO ERIRETESEHERSE, BLOG, 2) 0, 在 方程 (5.43) 的 两 端 各 
WH e—a)" RAREN s A OR a Ra, 1a 


Gis, ypy) 
i ul ^m wn]. ENCT aye dy Tfi), 


T — 
RRA) -| ua) ade, 在 上 式 左 庙 交换 积分 的 次 序 ， 
应 用 Dirichlet 公式 , 就 得 各 下 的 积分 方程 


f Hu, pa) dy — fi, (5.44) 
其 中 
S Gi, yda 
Ba Dr (5.4) 


RAWH, JE (5.44) W u, y) 是 连续 的 ， 存 在 连续 导数 
H, y), E H(u, w) 4&0, HE EL, TE (5.45) 中 引进 新 前 积分 恋 
E 代替 s B 


m— d os 
DE 
/9Ld-y , w— 。 
of adu a 十 一 5 cos £, y sin? 
Hu, y) -上 —.. (14-cos £)*(1—cost)!* 
于 是 由 Ge, yo 的 连续 性 可 得 出 H (v, v 的 连续 性 , 由 存在 连续 
导数 GL, y) 得 到 连续 导数 EIL Gu, y) 存在 , BL (5.46) 式 得 到 


“5 


di, (5.46) 


ein 2 d£ 
H (u, a) Gu, DE (5.47) 


xj DADA PRA, 引进 代 换 1 一 cost 一 2wm, 又 得 


x ain td? | _1 = 
— -一 -一 “上 (一 "d 
f Ci -cosz)*(L— eos i)i“ Jo? (1-2) M 


= B(l-—a, a), 
Hp B p, pii Dots gi, 它 又 可 用 Gamma AR Zo) ER EL, 
即 有 


I0 -o)'(a) J 
Pi) sin 2m * 


由 此 , [13] (5 47) s, 即 得 


HQ, wu) = w ———— (5.48) 


ETE 
这 样 一 来 , 联系 假设 Gu, u) 950, lapi (5.48) RRA H Cu, u) 
0, XL PEL 440 9 
h= FO 一 ar da — [fia qua)" 
- iD vell (ww) (a) da, (5.49) 
由 此 , TORHE i fa Q0 是 连续 的 , 户 (0) = 0, 且 存 在 连续 导数 
fi». 


MEME, MUERE (5.44) 化 为 等 价 的 第 二 种 Volterra jj 
程 


e) ^J, 本 各区 (ay 一 gg (5.50) 
米 求解 ,其 中 
8 一 He (u) 
Saray Ot uef ade], a 


设 积 分 万 程 (5.50) 的 解 为 pu), MWER, 它 也 就 是 方程 
(B.43) BJEE. 事实 上 , 将 Bt 代入 原 方程 , ELE 
| 152 + 


h r 
3 We les wA T0 


, ur J 3 
wigs) =f (e) — f. ESOS dy, 


tc 38 LS (u —a) 7, 3p Oszoscu PIE o TUA, BEY JH Dirichlet 
Ar AE BUB UU, 由 于 (5.44), 即 得 


^ wir) 
f. (PSI RN ' 


HR ERIWER (o —w) 7, 3EXLTP v AO H v 取 积 分 , 且 交换 积 
分 次 序 , Mai S EE fap v A | 
E oe (z)dz-0, 


从 而 即 得 o (2) =0, 

这 祥 一 来 , 求解 一 般 形式 的 Abel 积分 方程 (5.48), 就 可 化 为 
等 价 的 第 二 种 Volterra 积分 方程 (5.50) 求 解 了 . 

将 别 是 , 当 G ke, y) —1, Bl (6.46) s, Qu, s) —0, 于 是 由 
(5.50) 和 (5.48) 可 立即 求 得 A bel 方程 全 .43) 的 解 是 : 

eG) e 2e [l np dot fw]. | (0.55 


现在 应 用 上 式 (5.59) BERT HR NE CD. 41) RORIS 
pu) =E [ef Da, (5.53) 
求 得 p Cu) 后 , 再 由 
8G» 7 A pa 


可 得 
s- [p (y) ]*—1 dy, (5.54) 
vg "EE dil EE EROR I, AERE 
特别 是 在 弹道 运动 前 情形 ， 由 于 在 同一 高 度 抛射 出 的 物体 落 
地 的 时 间 相 同 , 此 时 有 
T—fo(h)zmT. (T, 是 常数 )， 
于 是 
pap = e H1, s= [ J22 -i — idu, (5.55) 
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这 也 是 等 时 降落 轨道, LI Ex oysk de n. 
此 外 还 可 进一步 葵 谍 下 面 推广 的 Abel 积分 方程 


. I ES On DT =f) (O-ocliiase«a-b), (5.56; 
Jep pon d& S ERR, A AE aA p e, at EA 
* gan fida -f f — 20 p isipis)dedy 
e EPD —péa]** Jela [PR pæ] pæ) pa] 
[4 、 x ids 
-jrw toon pe tp Č 
而 
| dp o 
v [pO pin] ple —pp. ^ 
— " oL d 0 —. m 
Jes DoQ-—t]t"?I£—p»(y)]"* nar? 
x " ataf ie) de 
LEER c E CLE 


内 此 即 得 推广 的 Abel 公式 


dnar d p (æ)f iede 
oO ul Tew pom C9 
BIT 解 积分 方程 
| ce (5.59) 


AE 应 用 司 .58) 式 ,并 引进 变量 变 搞 osue, A Ea 


l d 2m3dw 2 d à 
p du "E T EN, wu cos 9 d$ u (b. 60) 


即 原 方 程 45.5 纪 的 解 


QD 一 


pia) =w, 
例 8 求 积分 方程 
gia) = f eG) dy 
(a3 — wy)? 
的 一 般 解 式 ， 特 别 是 , 当 g) — e" h, R pe), 
| 解 ” 应 用 推广 的 Abel 公式 (6.58), 可 得 
a 154 ， 


* 
d (* 2g(z)d» 2 df? . 
d Jo pg) 2 Ju Jo f (in) dg 


9 (* 
-2 Í g' (usin 8; sin 9 dA, 
Te i 
Hel Ae, d gin) m mH 


E i 
plui = IN mu" sn"gd9 =- I aim "B dð 
Spe ù 


ani Gn — 1)! {1 al n 惊奇 正 整 数 时 ; 


(n -- (n-—2)117 4^ 


DER n BEER, 


m= 


9 


第 六 章 ” 非 线性 积分 方程 


在 这 一 章 蛙 , WIR Fredholm 积分 方 种 与 方 各 组 以 及 
FRE Volterra RAAR -SAER RE. de [ETE ROGO WE 
TETEA HABERE, EXE, WAEREA 
分 方 竹 和 方程 组 引进 一 种 嵌入 方法 ， 它 对 于 数值 求解 积分 方程 很 
有用. 


$1 非 线 性 第 二 种 Fredholm 型 积分 方程 
考虑 以 下 非 线性 Fredholm 型 入 二 种 积 公 方程 
pæ) =f) HA] Fin, y, p0)dy, (6.1) 
AU AXES, pis) RUE Cle DA RAAS. BiR: 
1) f(m) 是 定义 在 区 间 [e, B] 上 的 已 知 连 综 实 函数 ; 
2) F(s, y, v) ERE Ho, y C [4, b] Ru Sc té Er uc [, ql 
EJ EATER EE PL, IL ACTAE BE uw vod Lipsehitz 条 件 
| F(z, y, tw) — F (o, y, u) | € K |ux—us|, (6.2) 
这 里 攻守 0 是 和 常数， 直面 的 和 9 EEn eg, 
最 然 , 存在 常数 ma ma HUE E cM E 
MEJ E) Sma | Fæ, y, u) | « M. 
在 此 还 假设 
PETEM Eg, (6.3) 
TE EIMERT, 我 们 要 证 明 , 当 和 参数 和 取得 适当 小 时 , dE 
线性 积分 方程 (6.1) 有 了 瞧 一 的 鲜 。 这 个 解 可 以 用 逐次 追 近 法 构造 
Hike. 
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HOAN EA CAE d EP ves Go) H 

qox) -—f(m, 

pala) m f (E) HA] FG, y, pea) dy nl). 
显然 , 有 qr qe Gb) Eg 
XB], DE quí. GO IE pups u0e) mg, Nt 

AORO CEPIT 
x IAM a), 

MEARE X xd ARTT. 


| < 1 i -P q-— Tia 
| nim Wa” ao) 


则 对 任何 正 整数 v. ARARO. D ERER os G0). 均 满 足 不 等 
X 


(6.4) 


PEPE S. (6.5) 
R, 就 保证 了 由 连 术 关系 式 (6. 少 确实 可 以 从 go(w) = 了 (w) 出 发 
依次 作出 函数 序列 fos(o 来。 
现在 证 明 函 数 序列 {es(o)]} 是 收 敏 的 , 为 此 , 注意 到 


pala) = pola) 3s (0) — 9-121, 
故 只 要 证 明 级 数 p [oo 一 pic 是 收 伍 的 即 可 ， 考 察 尖 


pila) — a G2) =| UP Gn, NADY 
— F (a, y, pay) ldy, 
FUR EE de (6.2), MA 
|a (2) eis KIM |9:-iG — paly) |dy. (6.6) 
因为 
jp (æ) — (2 | < IM f IFC, y, o2) idy 
« |a| M (b—a), 
所 以 由 不 等 式 (6.6) 得 
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| ef 一 的 
e KM AJID a), 
依 此 类 排 , 一般 地 , RU FR ERES SC (6.00, gcn] 1s, XXET DI: 
若 数 部 有 以 下 不 等 式 成 六 
lpm) 7 pram | MK? 1|A[/(6—8)*. 


由 于 级 数 EFA oy 
" Eja! (5 —a) 1 (6.7) 
ID o, 所 以 级 数 


> [p mÀ pr m] 
当 条 件 (6T JE B AO C CRI — Sole S RE, 丽 数 序列 {p20)} 
125—908 5x, WRR pœ) B UR pw EEE, 而 
且 由 于 不 等 起 (6.5), 也 有 
pee) wq 

RE. X, 在 关系 式 (6. 作 的 两 端 取 oo 时 的 极限 , AE 
所 得 到 的 极限 画 数 p(%) 就 是 非 线 性 积分 方程 (6., 攻 的 解 

这 样 一 米 ， 就 证 明了 当 参 数 X 的 绝对 值 适当 小 时 ， 非 线性 
Fredholm 积分 方程 人 6. 了 的 解 p(w) 是 存在 的 , 它 可 利用 逐次 人 迫近 
法 构造 出 来 . 

在 满足 条 性 (6.7) 的 情况 下 ， 积 分 方程 (6.1) 的 解 必定 是 唯一 
CNET NUES PIN 

eG) 一 站 人) 一双， Ur Go, y, p) — P, v, b G))1dg, 
从 而 由 于 条 件 (6.2), 有 

lea) —4 G0 E [A KC [^ lp -vw dy, 

M LADRASSEPIEET o h o b 积分 ,得 

p leap) Hex EC- f Moto wo) Jay, 
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b 
[lean ~h) |da=0, 


pp ple) —dfh(o), wE [e, 5]. 
£k EAE, g WEN Dg EA A e tE 


I[% | nin c | dg -y d) 
Bp, IRR PERDA REG. D 在 在 着 叭 -的 解 ， 3x4 ART ERE KE 
RRRA G. n gl. 
AED HIE PCIB JETABE, SII RUNE DOE IUE qo Go) AIR OS f (o), 
而 坡 满 足 条 件 
| pap Eg 
KJEE TERE gE i A, ERARE UR., 
MER EIE SR TERR AE (00D ng n TE. 
pur) 一 | Fl, y, epdy. (6.8) 
ENDE RUE VIS mE I A RES, RES SEED 
在 其 有 非 奇 异 核 的 线性 方程 情形 , B A 是 特征 值 时 , 方程 才 可 能 
TPIEJESEJE. TARG. S POE EE E A EE E SEALS DUE E | i. 
Tr T6 (6.8) 写成 
[iri y, pl) dy npa), 


于 是 使 得 [Ps y, p) dy 
CTIGIOLS IEEE 的 特征 函数 ， 如 时 
NI (z, y, 00dy-- 0, 
lij p (0) 一 0 是 一 个 与 入 慎 光 关 的 特征 函数 ， 
例 1 REHNE 
| rp NEU dy ~ be) 
的 近似 解 ， 并 求 出 (2) 的 界 . 
FRASI, KA Fla, y, u) m (oy) Pu? 在 Om, yel 
9 . 


uzeól-0 RALA A R E A E EiBORISS 由 手 现 在 不 涉 反 和 但 
RS ICE IR] 85, Br EA ED 3E, AE Pici XE. 

AA, RA p(2):—0 是 这 方程 的 艇 . 

3535 5127 Ha EH XR ASA 


i E .1 
pala) 一 | (oy)? Loss 02 dy 
得 出 的 近似 解 , 我 们 取 堆 次 近似 
wo 人 Oo) 一 O>0 (O 为 常数 )， 
它 按 关系 式 。 fi0do-| aof (oit ovay 
确定 , 得 到 o- |. (25-2)] 
于 是 可 得 到 一 次 近似 
pala) =f (a+)? OFdy 
-2 o| aratat], 
依 此 类 的, 可 得 到 a (2) 等 等 ， 在 此 应 指出 , 近似 解 序列 {pn(w)} 都 


lé iE P3. 
关于 pa) 83 XL n EAS TS SE: 
出 原 方 程 , 得 
Pumar —Inax Qs) <f (mr y) 3 "" dy 
2 /3 3 
3-1) pie, 
所 以 "a «2 (92.1), 


于 是 p) <| wy)? "" C -h iet 
2X 4I EIU uin min eG) | "i "x dy- pi. | 

2 
Pru Qi. > 
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于 是 pO) | isty): 9. dy> | ra | 

Xt FE— 2k, 不 得 到 丁 原 方 程 的 解 e(22 R8 EXC FARE: 

人 GT js 人 < 和 (2 一 Dr | 

对 二 非 战 性 Fredholm 型 第 一 种 积分 方程 | 

|F, y, pu dy = fæ) (6.9) 
的 求解 问题 要 复杂 得 多 , 可 以 说 , AEAEE f 1 ERA 
的 问题 , 在 这 里 不 予 讨 论 ， 在 世上 只 措 册 如 下 一 点 : 如 琅 用 关系 式 
pao) gua 68) -- | Go, y, pry) ) dy —f (0) | 

定 出 西数 序列 {p<w)}， Ah 量 引 进 的 任意 参数 , 则 即使 这 个 序 


3)— S0 e|, MSRP pr Ano E DDR (6.9). 但 这 个 艇 不 是 蕉 一 的 ， 
它 依赖 于 所 采用 询 呈 他 . 


$2 dEk£& HE Fredholm 型 积分 方程 组 


上 节 关 于 非 线性 积分 方程 (6.1) WHEN SE CLE BEER eR 
分 方程 组 


peo) = fata] Folo, y, pi OD, iD) 
(g—1, =, D (6.10) 
的 情形 , 其 中 p(o), s iG ERNER eE [a, D]. 
假设 
D f.G) (a-i,--. D RECARMI EMELEK N 
[2, b].E., m ELSE SEES 
2) Pi, y, wi, co, w) (eod, +, D EAE s. y € Fa, 51 3n 
实 变量 Va: Paua S galame], e, 站 的 三 若 实 函数 , EESHA 
连续 的 , 并 且 关 村 变量 wo ua, c, wu MEE Lipschitz 条 手 ; 
[Go MiP, ns d) — Fa, y, ui, nns ul?) | 
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eA M |a; — uy? | (aol, e, D, 
"s 


ir E EEE, p M glastH, e, DRRR, 它们 都 是 给 征 
的 ， 

这 时 , 存 夺 常数 miU. mj" 利 正 常数 Ma (=l, =, D, tE 

< 
iac, e, D. 

我 们 还 假设 pac mP Em ga («—1, e, D, 

HT AER ÉA RR AA EH (6.10), SERIE FIRER A 
X 


o£) e f. (0) Af. FaG, y, of? (D, , eit (dy 
(m=1, D (6.11) 
HR UC P AARU JU 19202) (—1, -, 用， 作为 零 次 近似 - 
ga (m) (asi, =, D, RT ELLE JE AR E 
Do PD) 5 ga (a1, mr D 
的 任意 连续 函数 一般, BT pr (2) s fa (e) (a —1, e, D. 
这 时 , 只 要 参数 入 的 绝对 值 适 当 小 , 也 即 满 足 不 等 式 


[| 


; Pa Ga Tes 
EE eum). 
砷 对 所 有 的 正 整 数 n 恒 有 
Pa EP Yo le=1, D. | 
这 样 就 保证 了 由 进 代 公 式 (06.11) ER TUER Bu XE eU) (a—1, 
DE XE 

Jy p uEBIEE SEE p (f (a1, e, D R St FE, REF 
Fe ig Lipchitz dt fF I (EE, 有 十 每 式 

(Pa (a) —pu eK alf Sieg» GD — ex P (y) dy. 
因此 , 3 8] — 1 DERE BS TSETÉ M RE, 可 得 知 , 25 
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T : 
2 .12 
IM K iib —a) (6.12) 


了 时， 两 数 序列 [ER =l, e, D AE gest A- -a ou 
的 , RR ERU palo) (ac 一 世人 就 是 原先 方程 组 人 .10? fet 

如 同一 个 方程 前 情 形 一 样 ,可 点 证 明 ,， 在 条 件 (6.12) T, 积分 
万 程 组 人 .1 的 解 是 唯一 的 ， 

AL, 对 非 线 性 积分 方程 组 (6.10), 在 小 闸 所 述 的 假设 下 , 如 
果 久 的 绝对 值 适 当 小 , 满足 

ex EN ne) 
Mcm res AES IP 

Wi (6.10) vk — BAR, cca] die SX (G1 fub, 


$3 非 线性 Volterra 型 积分 方程 


考虑 非 线性 Volterra 型 第 二 种 积分 方程 
PD — f) -» | FG, v, py)) dy, (6.13) 
西数 了 iz) WF Gr, y, v) 的 恨 设 条 件 同 $ 工 中 的 -- 祥 。 我 们 要 证 
明 , 当 % 的 绝对 值 适 当 小 时 , 税 分 方程 (6.13) 有 唯一 的 解 
我 们 按照 下 面 的 迭代 公式 米 构 次 函数 序列 {pC2)}: 
pla) — f), 


palo) f ei] PC, y, ps) dy 019 
FIS 工 中 记述 一 样 , 当 参 数 和 适合 条 件 | 
, mip Q'- Mg E 
|A | min ICE xac) (6.15) 


时 ,对 一 切 自然 数 n, os (0 Hl IE HI 
pe.) xg. 
EEMU T, 按 选 代 公 式 3.14) 逐次 确定 出 画 数 mkey 是 可 行 
im. 
MEWE R RUFA oum) 的 收 仑 性 。 为 此 只 要 证 明 级 数 
. 183. 


z EC 7 Q3 10r) | -FEE S49 gl 可 . 


EH +A 
| ?z 
les pole) | o A Fo, y, go dy | 
« [A] M o —a), 
所 出 


| 和 —gu(2)1 — S Fe, y, qiGD) —- E, y, go)) dyl 


Ea e Kj Ia lar) — Poly) | dy 
SIAR [MME 
WIA, —RE. HATRET REE j 有 如 下 
估计 式 : 
[p E) — p12 [x M [A] goce 
因此 , OSEE FE RS ER A, 级 数 
pole) +È lp) — 95.32] 
在 区 闻 [e, bl EAA ia a, 其 和 p(w) 就 是 原先 积分 方 
gi CO. 120 MNE. 

4$ Ep EI, 3H2$ 73 2 (6 19) fj ft E — inj. 

R, RREH Y, 25 235 X NER GEPE (0.100 mp, dE RE 
Volterra 积分 方程 (6.18) 存在 着 唯一 的 解 ， 它 可 利用 逐次 送 代 公 
式 (6.1 分 而 得 到 ， 

在 此 我 们 还 应 指出 , 零 次 近似 pole) 可 取 满 忠和 条件 ppe) 
<q RER ES RA e, 上 述 竺 论 依 然 成 立 . 

512. 求 方程 

| p) woth) (i elpiy dy 
的 近似 解 ， 

取 零 次 近似 为 
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"n 
于 是 
ga (s) mata f (I+ eydy 


= (1. 十 各) 和 十 可 A g^. 


ao] “| fı idee tela 


5 
= 3er (14-3)? a- A emat Ape 


等 等 
9/8 求解 积分 方程 
e) M^ {+ Ce G1). 
REKEM 
Po (a) —0, 


EE qug) ZI [12-0] dg —Az, 


E AS . 
(一 [i+ Qa diac Ara, 


es (8) =f [itaw Ma) ) Jay 


ha Je g 十 gig Ot 


1 
7-9 


[Ae 
依次 类 推 . 

其 实 ， 对 本 倒 积 分 方程 可 以 竹 用 初等 方法 求 出 它 前 一 个 精确 
Hé. 事实 上 , 如 果 这 积分 方程 有 入 fo, E GE JE ARE 

e (0) — 0. 
对 积分 方程 两 端 关于 sR, 得 到 
pv) — (0 + [p 1?]. 
于 是 订 得 出品 楼 务 方 程 的 解 为 
p(s) = ig As 

在 这 里 , 利用 了 条 件 g(0) —-0, 
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PES E Esth Voilersa rz cad Ay Jp 
[s y, o) dy fa), (8.16) 
Mp (ad ec[e, b) BEAD ERR, UP fO) F, y, w EA 
ZG E) LAJ pir. 
EA, SEQ ETOREO .16 (T8, oU 
f(a) —0, (6.17) 
下 面 , HRERS E. 
假设 六 和 六 Cw y, uw) 基 变量 ae, yx 5, psu q 的 已 知 
连续 函数 , 它们 分 别 具 有 连续 的 -- 阶 导数 种 一 阶 偏 导数 , 这 里加 利 
9 是 给 定 的 省 数 ， 为 伍 46.16) gSz HORT go) 的 积分 方程 ,我 们 
E Fale, y, w) 关 0. 
对 积分 方程 (6.16) 丙 边关 杆 z 求 导 , 就 得 出 满足 方程 (6.16) 
IEEE E 
Fo, 2, p) | Fit, v, pW)) dy =f a. — (6.18) 


BC, ARP (6.17), MU DE B SRI CO. 18) B5 i 3c p (2) 也 
必 满 中 原先 的 积分 方程 .6.16).， 这 样 ,在 条 件 (6.17) 下 , 积分 方程 
(6.16) 和 方程 (6.18) 两 者 是 等 价 的 ， 因此， 为 了 解 积分 方程 
(6.160, 只 要 解 积分 方程 (6.18) 就 可 以 了 .， 

现在 来 求解 非 线性 积分 方程 (6.18).， 为 此 , 我 们 再 进一步 假 
WEB für) Fe, y, 20 关 可 : 记 量 x 有 二 阶 连续 导数 和 偏 导数 . 
关于 多 对 方程 (6.18) 的 两 边 求 导 ， 就 得 知 满足 方程 (6.18) 的 了 浅 数 
go (5) BUE BE] 3e o! (2) 也 满足 下 面 的 非 放 性 微分 积分 方程 

2Pl(o, 9, p(z)) E, e, pl) +F, w, pæ) jg (a) 


+I Fist, v, ot))dy- f" (o), (6.19) 
由 于 假设 Fe, y, uw v0, exi, yb, pszuszq, ilii E JL 
Fa, a, uy) —f'(a) (6.20) 


yu AIR ws, peo qd, 于 是 非 线性 微分 积分 方程 (9.19) 可 
写 为 
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jaf E) kw. c. (a3) Fle, v, p(w) 


er Jue, v, pim) 
Fico. y. POP a (6,21) 
-f Fen, m. pim) dy, 
XE PRAG GRLA, JEI eite) we, SEER IN HU HL EUR (6. 4189 的 
B ddp ep (e) Da 中 积分 方程 
b) - -2E A, d, e Y FEL; qp) 
à) =- +| HD A 
P (0) mrt p «6 t eu) 
— Balt, UP Y, gni ` d: di (4,09 
NE " T (t, b, pii M De l 
友之 , A KU ec WM RLUPR (6.8 Du HE AEER Cad e, PA EMN 


MLF RE, Mi 6.21), X9. 21) RARE. 19) 3A |a] 
T . 

3 [Fs v, ple) ) er, y, p dy ]-/'6, 
对 其 两 端 关于 % 积分 ,得 

P, e, o) p FL, y, p dy f'( 0-0, 


其 中 O 是 积分 常数 ， 注 但 到 关系 式 (6.20), 得 00、 上 式 又 等 同 
F [à 
EEr, y, ooa ro, 


再 积分 ,得 |. 了 (Co y, pa) dyf) +0, 


Ca 是 积分 常数 .利用 条 件 中 .站 ,本 得 y= 二 6@。， 这样 一 来 , 满足 非 
线性 积分 方程 46.22) 的 函数 pò 最 后 终于 满足 原先 的 积分 方程 
(6.16). 

Zy EBrXB. Qe —GEDUHEGRAÉERT, XCTdESRfE Volterra 型 第 
一 种 黎 分 方程 (6.16) 的 求解 可 化 为 与 其 等 价 的 非 线性 Volterra 
型 第 二 种 积分 方程 (6.22) RA., JRUR HEEL E Er Fm, y, au) 
的 一 阶 筷 导数 和 关于 % 的 二 阶 常 导数 对 变量 包 满 足 Lipschitz 条 
fF, 则 对 积分 方程 6.322) 蚁 可 应 用 逐次 迫近 法 求解 .当然 , 由 于 积 
分 方程 (6.22) 中 既 有 单 积分 , 义 有 重 积 分 , 用 逐次 迫近 法 求解 的 论 
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述 过 程 同 本 季 开 头 所 齐 的 稍 帮 此 不 同 ， 但 没有 实质 性 的 差异 ， 此 
外 ， 对 应 于 根 us, 如 果 量 4 一 z 适当 小 ,积分 方程 (6.38) 的 解 是 唯 
一 的 ， 按 上 上 记述， 这 个 唯一 的 解 当然 也 是 原先 积分 方程 人 6.16) 的 
HE- iR, | 

利用 上 而 关于 方程 (6.16) 的 求解 方法 , 也 可 以 仿 此 讨论 形 如 


NA y, o0», o dy =F (2) 


的 非 钱 性 积分 微分 方程 的 求解 . 
得 面 的 一 系列 络 果 可 以 不 难 推广 到 非 线性 Volterra 积分 方 
程 组 的 情形 . 


$4 Hammerstein 型 非 线 性 积分 方程 


在 不 少 重要 的 数学 物理 问题 中 所 遇 到 的 非 线 件 Fredholm 积 
分 方程 是 如 下 特殊 形式 的 方程 
eG) =F EHAS E (n, y) P (y, p(y))dy, 

JH plo) REOR HUC, fO), K (m, y) P (y, uw) SRROHOEOGBU B. 
知 画 数 ， 这 种 类 型 的 方程 称 为 Hammerstein 型 积分 方程 ” [E Bh 
TUE UR TRO 703, 可 对 此 类 积分 方程 得 出 若干 有 趣 的 结果 . 由 
于 其 论证 方法 需要 其 它 一 些 知识 ,这 里 就 木 讨论 了 对 此 感 兴趣 
的 读 考 可 参阅 [183，[14]，[16] ，[16]，[d7] 等 有 关 论 文 . 

对 Hammerstein 型 积分 方程 的 求解 问题 , 将 在 下 一 辣 中 关于 
应 用 积分 方程 研究 某 类 非 线 性 偏 微分 方程 的 边 值 问 题 的 论述 中 进 
行 讨论 . 


$5 解 非 线性 积分 方程 的 参数 贱 入 方法 
C. T. Cover 为 求 线性 Fredholm $1217; f 的 数值 解 而 引进 


*?) A. Hammerstoin, Nichtlineare Integralgleichnngen nebst Anwendungen, 
Acta Math. 5401980), 117.—176, 
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q GMUBONGAAA, jk éUrihiedx r OX &UXRU- WAR ROME 
Wl SB Cauchy [EL Jago ag Euler Viagi. UE 
几 年 求 ， 有 些 学 者 把 这 种 方法 推广 到 上 下 线性 Fredbolm 各 分 方程 
HJE H: Volterra 积分 方程 人 trong EISE A AAE i 
ERHI "ife a poo on 

Æ EJERE Fredhoim 型 第 二 种 积分 方程 


pa) =f æA] FG, y, pdy, (6.1) 


Sb Sg Auk e sce, bYE A EE, fo) 是 定义 在 
Le, 6]. ER ULT ER, 而 Fio, y, co 是 其 所 有 变 元 的 适当 光滑 的 
已 知 郴 数 . 按 1 中 记述 ,积分 方程 46. 二 的 解 是 只 … 存 在 的 , 它 串 
图 逐次 迫近 法 构 作 出 来 .但 是 , 从 计算 角 麻 考虑 , 用 逐次 迫近 法 来 
计算 积分 方程 的 近 亿 秀 乍 竟 足 不 方 拭 的 ， 在 这 -一 节 台 引进 的 短 数 
胡 入 产 法 ,对 求 积分 方程 的 数 倡 解 较为 方便 .下面 叙述 这 个 方法 
时 , 只 是 着 重 上 般 述 这 个 方法 的 实质 ,不 过 顾及 对 画 数 Fe, y, 只 的 
光滑 性 要 求 ， 因此 ,在 下 面 的 论证 中 , 总 是 认为 函数 E Gm, y, Ow 
必 在 论证 过 程 中 毛豆 要 前 沁 诊 性 和 条件， 知之 足以 保证 在 积分 号 下 
求 微 商 、 求 积 . 迹 换 积 分 次 序 等 一 系列 这 算 都 能 够 顺利 进行 . 

7 BH 58 23 7 71 RE (6 . D BRL AROSE SIC 8 ACER PE, 我 们 把 解 记 为 
Q (s A) , FARE AY T RECS 3) Bp ELSE 


b 
eG M m FG) A| Fle, y, o(si))dy, — (6.28) 


设 方程 (6.23) AM pa 2), 对 上 式 岗 端 关 于 参数 入 求 导 , 得 
到 等 式 


b 
pima) — [ FG, y, (s Ddy 
b 
AJ FiG, y, oi) li 1) dy, 
ZEEBO ARRE, 记 


5 
M (as h) - | Fs, v ply X) dy, 
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于 是 上 面 的 等 式 可 写 为 
qm A) = M (as a) EA Bll, y, ps Ael Gi Ady, (6.24) 
mae. 240-8 PEDRO ERE Gi 1). 的 线性 Fredholm fi 
APER, ERES Fl, nen O0). B (e, 392 ARATE 
Fe, apy AD EE Et, 于 是 线性 积分 方程 16.247 的 解 可 表 为 
qi (ms M) = M Cp; M) ex T (e, AMi xd, (6.5) 
当 和 =0 时, 得 
go 0 — f (e). (6.26) 
HE C EUWuexRu pus, £SBE Fredholm 积分 方程 46.34) 的 
Ek Fm, y, pai 0) AIRE £n, a) 之 间 满 足 如 下 积分 关系 
x 
P(e, yh - Fin, y, pun) 


A Fito, t, (A2) G, yadi, — (6.2) 
对 它 商 端 关于 入 d^ 得 到 
Toy, y A) 一 A (S, Y, pA] 


i Fo, t, ph EG, y as 
五 


Vx LE, 5, pis AJI G, y, 2)di 


[2 
AM FG, i, g(5?))P., y;2)dt, (6.28) 
iü 
N (o, wm CFL (e, y, 9(592)] 
+i FiG, $, p(5 290) P G, y 13 dt 


ex EE (m, i, ph 22) ] P G ydi 


于 是 ， HIER DEY 
(1704 


Pu -N, y YN 
AL PC, t, PADEL, madi, (6.29). 


我 们 把 46.29) 也 看 成 是 关于 P509, gi; 罗 的 线性 Tedholm 81 
分 方程 , "ERO Rot P, y, pA), 于 是 方程 (6.29) 的 解 可 写 
为 

Tg, wi) =N (e, 4A) 


b 
F af In, 533 N (1, y, 301, (6.30) 


Hk P(e, d OMERA TE Fu, e?) BE. 此 外 ， 
E12€ X&55 (8.27), WRT 
T(m, 4:00 = Fi(s, y, p(g10)), 
注意 到 (6.26), 就 有 
Ds, 4,0) 2 Py, y, f (y). (6.31) 

这 样 一 来 , 从 非 线性 积分 方程 (6.28; 出 发 , 通过 求 导 与 线性 积 
分 方程 的 求解 公式 ， 就 导 剖 关于 函数 pts 20 38 P (m, y 和 的 微分 
积分 方程 组 (6.25) 与 (6.805 满足 初始 条 性 (6.26) Lj (6.851) 的 
Cauchy 问题 ， 由 十 方程 弓 (6.25) (6.30) 的 右 端 都 包含 有 
g (o, MUI P (2, 15 和 0), 所 以 它们 是 非 线 性 欧 合 微分 积分 方程 组 . 

反之 ,如 果 上 上 述 非 线性 耘 他 微分 积分 方程 组 (6.25) 与 (6.30) 
A 3 de E (6.26) 55 (6.31) fj Cauchy 问题 有 唯一 的 解 piw; 2), 
Tis, ypa), RETER, eR p (ms A0) 就 是 原先 非 线 性 Fredholm 
积分 方程 (6.25) 的 解 ， 

为 此 ,我 们 先 证 明 本 数 工 (w, yi 和 0 满 足 关系 式 6.27), PX 
E, ii (6.27) RARA 

K (m, yA) = Fale, y, p(9 1)) 


rb 
-A| Fi, 5 o(53)) P (, yy Wdt, — (6.82) 


我 们 只 要 证 明 
I'(v, 2) = K (2, yA) (6.38) 


„iTi. 


HALT. qexXc(6.8290 MAT AGKSP. LE! 
Kio, yi) = hs, y, os PD) 
+ | Fue, t p WL, us WA 
taf 2 r e. pU O0 MEC, y Ade 
cA Fus, t, 9) ) ESO, y 9) 0t, 


或 者 写 为 
Ki, d: ^) -—Ns, y5 À) 


MA Fus, & e(l XI, y; Adé, (6.34) 
& EUSEB BE G, y A ELS 80) 3, 得 到 
fF, £, pOS AES, y Ajdi 


- rio, & ot MING, v9 
AF TG, E, DN E, w 1)86 it 
b 

= | [Pue t otn») 


AM Pile, €, p6 DTE 8 DENG, ys Dat, 

在 上 式 第 二 项 中 , 交换 了 积分 次 序 。 ERR GWAA jS A E 
数 按 式 人 (6.82) 正 好 就 是 RC (m, 120. 于 是 ,由 (6.34) 得 到 

Kio, y; =N (æ, yi MM EG, 5 ON C, y; adt. 
55h, M (6.82) 显然 有 

K (s, y; 0 = FL, y, FG»). 
按照 唯一 性 的 假设 , 即 得 
Kix, y; A) 一 T (e, YA), 

从 而 关系 式 (6.38) 得 证 . 

更 在 来 证 明 画 数 es ^) 7r$2(6.23). R b, i2(6.28) 


(d72- 


E) 3 2 de Ges 0, B | 
(3) m F0) ta) Fle, y, oí A))dy, (6.35) 

我 们 要 证 明 eG M min 2), 

将 式 (6.85) 两 端 关 于 》 求 导 , 得 到 

Ws 22 | FG y, o Ddy 
M Ft, y, p0 Mos Ady, 
或 者 写 为 
B Gs A) ee M Cos HAS Fee, y, o Gr 90k (us Ady. 


(6.30) 
在 上 上 式 右 端 第 二 项 积分 中 的 ei Ga 04 BI (5.25) zi, 得到 


b 
NC y, os Oo. Ady 
= [ri y, p 4) M Gr À) 


e ra, t AM (s 2) 65 |ay 
ru 
= | | Fi, y; ota 0) 


h 
A fF, t, PATE, y. Wt |M Gs Ady, 


在 上 式 中 又 一 次 交换 了 积分 次 序 、 按照 刚才 已 经 证 明 过 的 结论 
(6.88), ERRA ES ARARE Te, yA), 从 而 由 (6.86) 
式 ,就 得 到 

Bi (s 3) o M Qs AHAS T, o 3) M addy, 


Z, M 6.35), F 
b (o5 0) — f (0), 
B c, 由 唯一 性 的 假设 , 即 得 
Vs: M) —p(a, X), 
T3 


综 上 记述， 为 解 非 线性 Fredhoim B14*7; 8 (6.28), 可 以 化 
为 解 非 线性 耦合 微分 积分 方程 组 16.25 59 16.300 85 08 7I 8 ZR ITF 
6.261 516.31 的 COauncpPy [n] 8, FL pP RCES Ae ISI A 等 
价 的 . 

AK BT IA, JECX TERI PACA TR TAH (6.250 55 (6.90: TET 
Afra 1 (6.26) 55 (6.31) 下 的 Uauchy 问题 的 求解 又 等 价 于 非 线 性 
Volterra 型 积分 方程 组 


pim, A)-—fiv)-- | Mi wr 
| b 
+p Ears ti MG, 四 aa， (6.87 
r(e, y M Fin, y, fan» N (o, ys wde 
二 |， ii pio, f PONU, an idi dus (6.38) 
BRE, PM (e, DAMN Ct, an i TAE RE UE SEARAL, 就 得 到 
Qm A) =F æ) | IN (m, y, ps u))dydgu 
二 [re n o [irs y, ots 由)dyaiam 
TG, ys =PO, y, £60) + | [o Ut Gs y, pos 91 
e [Fi t, pli DTE, ys pdi 
tuf tri, t, ph DJEG, ys aan 
二 | uE (E, t eu FL. y, p m)) 
eb (t, £, pds n0 TE, an pde 
vul a, F0, E ed o) PG, ys dE Jat jaa 


整理 一 P, AEH (6.87), (6.38) 9 u Ti y 
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pi A K (æ, y, es B) dy du 


TA qb gn 
JL |J nts 9) FG, y, psn) dy dt dus, 
(6.89) 
I'm, Xu, y, piis A) 


+ Paie, 1; 9:5 HODI CE, Y WIJO pe 


" 


N 
m Ae 5, by MIDJE G, ys i) dide 
«rr 


十 - 


b 


ple, f ME, (31, y, ply; p)) dt dps 


PEUM 


DA Db pb - i 
+j (f Bi (a, bs Bo uut E, pit m3) 


t 


XECE, gnudédtdu 
A brb ol. 208 ou . 
+- AMI uim, UT "- ou aC, £, PICS u)] 
x PG. modë didy, (6.40) 


出 二 列 16.39) 与 (6.40) t, 总 可 建立 为 使 非 线 性 耦合 微分 积分 方 
程 组 (6 中) 与 06.80) 在 初始 条 件 从 -261 与 06.831) 下 的 Cauchy [fs] 
题 存 在 着 瞧 一 解 的 某 些 充分 条 什 ， 这 些 条 件 实际 上 就 是 对 非 线性 
Fredholm $8462; 82 (6 238) TH BE Bc F Go, y, wu) 加 上 若干 光滑 竹 
条 件 。 在 这 些 条 件 下 ， 就 可 证 时 非 线性 Volterra 型 积分 方程 组 
(6.89). (6.40) 34 A 适当 小 时 , 存在 车 唯一 的 解 ， 至 于 再 (ze， y, wu) 
的 光滑 性 条 件 的 其 体形 式 , 这 里 就 不 讨论 本， 

和 车 看 起 来 , 研究 非 线 性 看 合 微 分 积分 方程 组 (6.25}、(6.30) 在 
初始 条 和 性 (6.26).(6.31) 下 的 求解 似乎 比 非 线 性 Fredholm 积分 
方程 (6.98) 的 求解 复杂 得 多 , 们 是 ， 前 者 在 求 数 值 解 时 比 后 者 方 
使 , 这 正 是 本 节 所 述 的 参数 慌 入 方法 的 优点 . 

BE 求 非 线 性 积分 方程 


q (2 a =i 1 aye VI- £Hy 


| d75- 


的 解 ， 

容易 验证 , 这 方程 的 真正 解 是 p=1. 

对 于 % 一 0.1， 用 Euler 方法 解 册 应 的 非 线 性 初 值 问题 , 计 得 
得 到 的 解 , 其 精确 性 在 1% 之 内 
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第 七 章 应 用 


积分 方 种 能 够 发 展 成 为 数学 学 科 的 一 个 重要 分 文 ， 位 势 理论 
弄 它 的 贡献 最 六 所 以 在 这 一 章 里 论述 积分 方程 理论 的 应用 时 ， 
首先 寻 述 位 势 理 论 以 及 有 关 的 发 展 ， 其 次 介绍 积分 方程 理论 在 建 
蔷 解 数学 : 呈 理 问题 的 各 用 方法 之 一 一 一 分 离 变量 法 的 理论 基 砧 时 
所 型 章 昔 要 作用 ， 并 引进 积分 方程 理论 在 力学 问题 中 的 车 于 应 用 
HF. 


S1 位 H 


TET AA A A ER EARE, — Ah A a 25 3E 
A. EARRA AA A Ee A CER P338 D R 
AATE XA SX, FUR 8 E CEA RU BR EC, EX RE PCT REG 
CEER ERRI., A DISSE RI E DE A E RV ERE 4 
AE, WERS PA. 下 而 就 二 维 Laplace 方程 来 叙述 这 个 
方法 ， 所 得 的 结果 可 以 推广 到 -一般 搓 圆 型 方程 ， 对 此 了 感 兴趣 的 读 
者 , 可 参阅 专著 [38]、 
将 含有 任意 落 数 旦 在 记 讨 论 的 区 束 内 满足 Laplace 方程 的 调 
各 本数 衣 某 些 特殊 形式 的 曲面 积分 来 袁 示 ， 然 后 利用 这 类 曲面 积 
分 的 境界 性 质 , i HET TREIBER AER LP LUE, 得 出 一 个 英 千 待 
定 柄 数 的 积分 方程 .这 类 特殊 形式 的 积分 , 按照 力学 ,物理 学 中 的 
称呼 ,叫做 位 势 函 数 , 或 简称 位 势 . 这 一 节 引 进位 势 梳 念 并 讨论 其 
HET, HARE rJ PEGEA J it Laplace 方程 的 和 内、 外 
Dirichiet 问题 和 和 内、 外 Neumann 问题 ,， 呈 讨论 Toison 方程 的 
相 庶 边 值 问题 的 求解 . 综合 这 些 , 统称 为 位 的 理论 ， 
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BEEBI Mli, n, O AER — Tr ao, bc e n 
的 定律 ， "—— 在 任 一 点 M (m, y, D 的 电 
场 强度 十 

E: A= K goir 


Mi e eM oo rn VEST T K t 
比例 常数 EER ES Eh E Kel, FÈ 
EUN = qos, 
T: B3 Zr Bb E 
E;— E cosa = -fg d$ 0— £5 


HE, — E cos 8 — 92 (y—n); C7.1) 


^ 


FO =E cosy — 5S +{z— Ï), 


其 中 cosa eos 8 cos -y 是 章 量 E 83r de mi E i i E E 
Bt. 
TI, (T DREI A AE Ea 


分 别 关于 eye BHATA E, B 


mo-i, gue Ph po Au 
em E, ey E. e 


函数 xf) 称 为 此 静电 场 的 电位 . 
因为 由 车 干 个 电荷 所 产生 的 电位 等 于 这些 点 电荷 分 别 斯 产生 
的 电位 的 相 加 ， 所 以 由 连续 分 布 的 电荷 所 产生 的 电位 可 以 用 和 和 的 
极限 形式 来 表示 , 也 就 是 说 , 可 以 改 示 成 积分 的 形式 ， 若 电荷 是 以 
体 密度 p PARERE Q AL, 则 在 吕 外 一 点 型 的 电位 是 
u(M)-- | i| eC) 40,, (T.2) 


UB orae 是 点 M 和 点 了 之 间 的 距离 ,dQz 是 体积 元 素 ， 若 电荷 是 
. 178. 


binae of 分 布 在 此 个 山 耐 8 上 ,出 在 曲面 外 一 点 M 的 电位 
ES 
"Pot P3 qu e 
u(M) dS dS, (7.8) 
Hp dSp 责 术 而 积 元 素 . 

积分 GG 称 为 体位 势 ; 积分 
TDR EAH, 

现 假 设 有 两 个 岂 具 -一 ?和 十 8 
Ar 3 JE XE UR PUE Ps AE CES] 
1.1), yu — RT. M HA d g 
到 二 8 的 回 量 记 为 上 Tgh o feg d 
d dh. rk Pulp P. 之 间 的 距离 为 
Al, id N —qAL, XR PEE, 现在 图 7.1 
RILA ha BUE Bp PS 8 Ep DET OÓOBRIS 538 3. 

HT BEC RS (EH, de fE— xA n d 354 

«an -- E Nou) 

有 其中 天 与 go 分 别 蚌 点 天 OP.3u M AES., mRNA ngu 
间 的 更 离 A FED, 虽 就 可 以 把 上 和 式 中 所 出 现 的 差 商 近 但 地 用 油 商 
RARER, 以 而 得 到 


van) - x $ (1), 


其 中 了 是 点 Pa h Pa AER Pos M BRES, BhEirmi etx E 
iB Uu pum. 


&()-2 phoen D, 

Br LBI 95 T G uy, 
uM , 
———————— T.D, EZR 
BAIARA ARER (57-0) ERAR. BEE S d 
a 178. 


Nes A. D 


T LAKAER IN, iiri S^ 上 各 点 的 电视 在 数量 上 等 于 曲面 
TOME ER ( 即 具有 公共 法 线 
的 点 ) 的 电荷 ; 但 符号 相反 . 
用 大 表示 两 个 曲面 信和 入 
HAIER, EDEEM 
sere eA: : OR 
小 , 不妨 把 出 面 S S 视 为 
相 重合 。 这 样 就 得 到 一 个 双 
层 册 面 ， 这 个 曲面 的 两 人 铀 分 

图 To 布 着 符号 相反 的 电荷 ， 设 
(P) EERE I mj ERER, 于 是 ， 由 于 侦 航 子 的 这 种 
分 布 折 产生 的 电位 是 


vaD- [feep Sete as, A 


CEE DE UE 4E 
Wefie A R ARER E EOMA, 连同 体位 势 及 统称 为 
Newton iż 2-, aX fal fix. 


我 们 知道 ， 点 电荷 产生 的 电位 各- 除去 点 Ma 外, 处 处 满足 


— 
Laplace 方程 , ARHAR TEARRE R2, MAGEH ATEA 
积分 导 内 的 方法 , 易于 推出 , mire» .29).(070.4)48 AA EE 
HEE, EEA FHH E, 

ES 7.1 — XE EGER ol.) 和 vlP) RAAS LHP 
bE akd g, MAGAT Den ERTO 355, M A ded 8 
S LrEpSLAbIXGE degit. 

HEEE S 1t ER DB EHI, EMER PUE DAE E ARE Ou 
Dt 它 的 外 部 万 界 区 城 记 为 D-. 

利用 Green 公式 易于 得 到 : 对 于 每 个 在 D+ 十 SS 上 连续 可 微 、 
TED" pq IE i Ea u, 在 区 天 Df 内 有 下 区 的 表达 
式 成 立 ; 
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- f 1 a 
"(MD = ~E] HE E dO, no [| ca dSp 
Lid 2 ( 1l) 7.5 
ix um fp dB», (7.5) 


Uh n ERDI S HINER, cene 为 点 已 与 点 一 间 的 距离 ， 4 是 
Laplace 算 子 ， 这 就 是 说 , 每 一 个 在 D*--8 上 连续 可 微 . 在 了 + 内 
有 连续 二 阶 偏 导数 的 画 数 好 DE ERU IO HS CA GERD 
由 三 部 分 组 成 , 即 ; 窗 度 为 一 二 do RE DE 上 的 空间 分 布 的 体 
TEN TEH- DE WRR S LEITA A AB 


密度 为 一 iu 的 在 江面 六 上 的 手 极 分 布 的 双 层 位 势 。， 特别 是 ， 
TURAN, N AO Ri MAAE 


uCM) EE T PM 2,4 Bp» 一 icd 2 -= )ass, 


iW AUG, 区域 D* 内 钓 任何 一 个 让 2+ 十 入 上 连续 可 微 的 调 和 函 
3r, 总 可 疲 示 为 单 层 位 势 和 沈 庆 位 于 六 揽 式 . 

这 就 启发 我 们 , 在 讨论 Laplace r9 Vir fé [n] BEES, 能 否 把 所 
要 求 的 解 表 达成 双 层 位 势 或 单 时 位 势 的 形式 , 其 中 密度 函数 待定 ， 
然后 利用 所 给 刚 边界 条 人 性 来 确 汪 禾 度 画 数 ? 回答 是 肯定 的 .这 就 
dé dE XR — WE Ru ETEERMEBIS WW. 

为 此 , RRN m aE S 附近 的 性 质 ， 从 这 些 
面 位 势 的 积分 梅 造 来 看 ， 当 不 在 曲面 总 上 的 点 M TAMER, 
FEE D 35 BSEREBA RC TP CS, 因 之 , x seg fr 5S — RR)U S Hir 
Tl. BpELTE EFE BE oe SE BABU ISP ii m E BS EE Z Bj, 
E ETIGI i ES A H RAD A PEY eHe, 

BM E "m PSAP Weng X E, 而 空 
[n] P H x M ys P WEAGE E SE ER S, 则 积分 


Jjzan P)dS, (T6) 
4 
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pg dq Esp AM EEn X. 40 01 M 重合 了 点 三 时， 
FM, ME MRT MAM MAE BD Zo 上 时 就 是 
-AF S H R ETEA A E RE RAAS XEDADBIARTFTE, 
而 且 仍 然 是 点 " Xd e 为 此 ,需要 建立 一 个 判别 依 xm 
Té RB) xM pE ar DS Ee dM IN E DU 

SEX 1.1 AM EAD S ERE c4. A% T FE ERR E 
8220, TRAA IS — pax Y E r8 AÁGM.OIN ob Suit 


Ei Zo 使 得 对 于 六 内 的 任 一 点 型 ， sop (M, P)ó8, 存在 , B. 


Nn (M, P348, | «s, (T. v) 
P ， 


出 称 积 务必- 的 在 曲 面 翌 上 的 点 好 处 是 一 致 收 委 的. 

引 理 Y.I RARAC. Ohi E bU 型 处- ca, m 
TEE X Em5 Mo 点 充分 接近 的 一 切 点 M, BaCO, 
因 之 ， 这 个 积分 在 Mog 的 某 个 充分 小 的 ES Aa UE E R E 
PODE Ms Mp 

证 明 积分 CL) 在 -点 型 o 一 致 收 敏 的 定义 ， 对 于 任意 
给 定 的 Io, 可 找到 型。 点 的 一 个 部 威 太 Gur X LEAK Mo 


i — itii 25, (RE Y" 内 任意 的 点 M, RA] FO, P)aS» 


存在 ， 而 且 潢 是 不 等 式 (7.7)， 我 们 取 邻 城 玉 相当 小 ， 可 以 使 它 
和 的 入 交 部 分 包含 在 如 内 , 因此 , 对 于 些 邻 域内 的 一 切 M, 
积分 人 7 .的 是 收敛 的 ， 这 样 , 就 证 明了 引 理 的 前 一 部 分 ， 

下 面 证 明 积 分 (7. 全 在 点 Mo JE ESO, VEU M € V, ER OL) 
式 , 有 


E 


ao, PydSu| <e fira, P)àS,| «a, 
Na X 
从 而 


j Ao | Jj PLU, PS. -| FM, P225, 
E E] : 


"1832. 


«ros, Pid «tj E Mo, PSP 


EA 


+| | | LFCM, P) «gm CMS P3 dS. 
NOU. i 


<28 + H IEUH, P). FCAMS, PdSnr， 


(ix Ag AM, P P i S a e aa MCV B, 
ETG A, AA M 与 点 Mg3nórpRXT HW, 可 
以 使 

ff ECM, P) — FM, PY S, ce, 


xx HOLT EU. 24 96 M 与 点 Mo Ear EUL, T PONI 
|o CM) — CM | 38, 

XXHLUEE] T ERE (如) 在 点 Mo iii, 引 型 的 后 一 部 分 得 证 . 

RAE EB SERO mius RAR RARA FUM, PERA 
HEARRE PRIETA, 针对 他 们 的 特殊 性 , 我 们 来 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 Y.2 i AARDE HE, M FOM, P) 5 AN 
不 重合 于 点 卫 时 是 其 所 有 变 元 的 连续 通 数 . WRA F E ER — 
Mode X FEE GA a Mo EWH- E 2X x xd 
曲面 2. 上 上 的 尾 一 点 卫 , 有 以 下 不 等 式 成 立 : 


FMa DIS a3 (0<8<1), 
HEH O RERA, 则 积分 (YY.6) 在 Mo Hiiri —XGEPXP AR Mo, 可 


找到 Mo ARRA LDEN£E ERARA M TA mS — E m 
面 2548185 TERR MEV R PC » 有 下 而 的 不 等 式 成 立 : 


LFOM, P) | 3o | (7.8) 

Hp O RGETEXE, WURUROC.6)4E Mo ib- SuSE. 因而 , HUE 
所 确定 的 西数 上 ta) 在 点 Mo 是 连续 的 . 

证 明 ”上 先 证 引 理 的 后 半 部 分 : 不 妨 设 点 M o 为 坐标 原点 , 曲面 

五 在 点 Mo RWF A E, m ER. inox P ARAE, v, D, 
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H M 的 坐标 为 (z, v, D. R, HET 92 ER Mo BOXES RT DS 3T 


地 表示 为 i 
teplé, n), d 

FH. pf0, 0) —0, (0, 0) =0, p0, 0) =0. 4 
T G,m o miis ET Hn h, E EM Mays 2M bg 。 


ip Ey 25 A SEINS, IEEE Xy E, ot BL ot MCI iA EH 
而 了 在 r TERSA TE 


lea P)àS,| «o i v L+of top: didn z= 
E | x Dus) yD te 
«o, [| ——— =h 


ear DG E) Q9] E 
RKP O BENA. de DUAE SUB, 作 变 量 代 换 
一 各 一 8 gy-n-—i, 
则 此 积分 就 化 为 
ds d£ 
(b—2)3-£ eh CPE * 
FRA M RRT 如 此 小 : 使 得 对 于 V. 中 任意 的 点 M (o, y, o 
都 有 2^ y? «JP, EN OSEE V. pito M, A 
ds dz dsd£ 
Gr—s)3-(y— (M ca (ga- gym he Ce E 7 
4 kot 时, 上 式 趋 于 零 . l 
XF, TERREN 62-0, 我 们 找到 了 点 Mo 的 这 样 小 邻 域 
六 和 上 曲面 仿 上 含有 点 型 。 的 小 块 曲面 Sa EEF V pig 
A 型 ,有 


人 ea PaSa «s, 


也 即 积分 (7.6) 在 Mo E — Pobre. 再 根据 引 X8 7.1, 就 得 
知 , 册 式 07. 合 所 确定 的 函数 je CM do M 是 连续 的 ， 
s[s8 7.2 的 上 半 部 分 包括 在 上 面 的 证 明 中 ， 只 葛 间 定点 下 二 “~ 
Mo 就 可 以 了 ， 引 理 .3 证 毕 ， 
» i84- 


A EUER GT S) 4 EE HUC o CP E kn, WEET. 2 的 条 
Vr, Eo, PAS] BHT.2 SEED TRE pP BU EE EXE, 

XP 7.2 AnS XOLG e Oum, EE UEG GROS) 
$558 E t oP) X S 上 的 连续 三 数 ， y] 3: 4 AM Ro food S Lk 
H, RAT. DA, ARLAS RAZM, 

DR MeH T.a ES SEENEN Lp un, um ER 
co CP) EXE SEE, 对 空间 任 
jg M 都 存在 ,， 它 是 点 对 的 连 
AE XE, 并 且 已 如 前 述 , ERE UPS 
以 外 , 它 处 处 都 是 再 和 的 ， 

XP pUREOXXELpr3AS T.A) pj 
及 研究 单 层 位 势 17 .3) 的 法 向 导 
数 在 曲面 总 近 旁 的 性 质 ， 下 面 要 
对 曲直 上 作 若干 明确 的 限制 ， 为 
此 引进 Tayao pipi I Eo. mp 了 .8 

4EX.4.2 设 口 是 空间 某 一 点 ， 忆 为 一 个 有 向 上 暑 面 ， 授 从 已 
点 发 出 的 向 径 方向 将 曲面 2 BEXE M BIO JR Arr pO fr PR GEL 
(E 7.30. 以 dS 表示 曲 商 立 在 点 卫 处 的 面积 元 素 , fte 7y HE 
而 > 在 三 点 的 正法 向 音信 商量 如 此 eos(Tos, m») HE, WE 
dSr K Lp B do WEH, SU, 4f, 于 是 
cos (fop, fp) dS, 


Tor 


dop PRHA A O X id ik dSp 的 主体 育 ; dor 的 代数 和 称 为 从 点 
O A Hp Ehk, EUER 


COS (fp, Mp) 
few 22 as,, 


Tor 


dor = 


称 积分 J op fe). ag, 


HAE O0 dide EHAA. 
METEN EUBS b, 对 二 一 个 财 曲 看 来 说 ,在 此 财 曲 面 内 任 
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一 点 看 隐 闭 此 面 的 立体 和 前 为 4; ED d iei SEE -- CER IC PHEER T I 
CAE RSS mE PIE EE LIE TEE A V Br RO xod n Dy 32m. 

在 此 应 指出 , 对 十 性- - 曲 业 来 说 , Pos IR] EB TER SUB LEM EXE 
IAk fA AD ue BS. 

EX .3 WE FEZIER A pa E ERO TYH0B 3] 
H: 

15 thii 2 EEA HEBR G mt, BEA mp ni 


n. yz PiP: ARE > DDDEEDA, ma Eom EER 0A R D 


ik, 以 yCP, Po — (uu. nuo Ere EaR ERIKA, uU 
存在 与 点 Pau P. nom Pri A A A AGL), ARE 


JU, Pop adrir (7.9) 
对 于 Pi. Da AGE 曲面 之 上 上 的 任意 位 置 i vL, jx Tr, 表示 E: 


P4, P3 JE B] RES, 

2) Nr BB Z pf&—jR Po， 痢 可 作 一 个 以 Po 点 为 中 心 .9 
为 半径 的 球 下 5p,, 中 的 大 小 与 Po RERET, 使 曲面 了 在 此 球 
内 的 部 分 Sr 与 任 一 同 Po 点 法 线 平 行 的 直线 相交 不 多 于 一 点 . 

3) 从 空间 任意 点 Po 看 曲面 立 任 一 部 分 的 绝对 立体 前 Bo, 都 
EARM: 

Bp, Sko (ko 是 下 常数 ). 

ERIR DERE, WRR Po 为 坐标 原点 , 最 面 性 在 Po 点 

的 法 线 为 2 Wi, 则 少 在 球 内 部 分 Ze. 的 上 曲面 方程 可 用 尿 式 
z—gí(m, y) 

Xm. KHE gpl, y) 是 确定 的 《 单 值 ) 函数 ， 且 gC0, 0) —O, 
q,(0, 0) —0, py(0, 0) -0,. X Mt fb DU, HE Z (0): £27 US] 
沿 阳 画 是 连续 变化 的 ， 因 而 函数 ptz, y) 应 具有 连 疆 的 一 阶 含 导 
数 ， . 
以 后 , AMETE m Ar ep Bo gr rS de anyoe Hp. HER, 对 于 
Janynor ph TR , ti rei Sri i] 5] AEA E AR GE 08 083 

引 理 ?7.3 $k S Ab disuymgon gj, WD v pd fI fap Bj 
P 各 半 ,有 以 下 信和 计 式 成 立 ， 
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240 M ag 


leos fen, Hp)' O : 
COs Fra FR) < 人， (7.10) 
TIa ' T nar 


Hoh O 是 一 个 与 点 无 美的 下 常数， 是 出 现在 anyo Hint 
Ly STA A CO 81). 

证 明 首先 证 明 ， XPT hj S EE M, APATE 
EIR Eae 内 部 分 Sx 上 时 , fX .10 güor. 事实 上 , 可 以 把 M 
点 作为 坐标 原点 ， 把 曲面 仿 在 点 型 的 切 平面 取 为 (%, y) 平面, 把 
M 点 的 法 线 方 向 作为 z 轴 的 方向 , 这 样 就 建立 了 点 型 的 局 部 党 标 
X. A P gt iD, v, 2,0 4 

C08 (f y, fip) — 
PEN 


— € . cos (mp, $) L4 coim, J) 
Pra Tru 


5, (7.11) 
Hop, 3, Kk dos ts5h mE ES 要 对 它 迁 答 佑 计 . 
zx BE H wi Sa 的 方程 本 为 
2pm, y, 
H. e(0, 0) —0, o,(0, 0) —0, p0, O —0 UE oo, sD 具有 一 阶 
连续 偷 导数 . 另外 选取 这 样 小 的 正常 数 品 使 Ad? 1, XX AL 
是 不 等 式 (7 .及 中 出 现 的 士 常 数 ， 这 上 就 是 说 , E Sx 上 的 任意 
AR PüpEÓsSARM 的 法 线 间 的 夹 角 不 超过 S 于 是 , HDD S 上 


任 一 点 Pa, y, DETER 75 I] AC 


H m Ph 2 LT 
een, 站 一 TD Ce D nn 
T Y d vy 


1 
eCie, B = TFT 


ANO ostan K T og E) 
HF nec k, 我 们 有 
cos(mp, È) =ne È = (nip — ny) HH, 
cog{ fr, J) — np —(np-- fix) :J, 
cos(ftp, k) —npjK— (np— ny) ka ny-k 
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ob (np fiy) 23 
利用 Jarry mon 曲 而 的 条 件 1) 中 的 人 不等式 (人 7.8， 并 注意 到 
| fie — fiy | = MEL cos (hr, na] t», mo =y (P, M), 
HRE ES! 


| cos (ftp, D 1 Amy, 

[cos(fap, J| «Avi. (0-9) 

cos (215, A | z-1— Aru, 
现在 取 球 Kw EI 8 Eee, W T rui Sa 上 的 任何 点 卫 ， 
有 
1 


Arias 
mor. HERR d HARRERA M 的 位 置 无 关 的 .。 这样 ,就 有 
|oos (tis, &) >E, 
从 而 [pe | «24r?x, (pi «24rtv. 
现在 估计 z 一 p(w, y ME. ELI ISIHEBGERBL 有 
pla, y) =ap 2, P) + velo, 9), 
Hop, DERAM, 殷 联 结 线段 上 的 某 个 点 ， 因 为 
|o | rey, [yl <rey, 
所 以 iz| =|p(w, D | dr 
这 样 , 由 等 式 他 .11) ,就 得 到 


| COS (rv, fip) 
l PH 


y 


Z—o08(fi», J) 
TPN 


< |_ 2 cos (stp, È) | 十 
i Py 


+| -: cos (fir, Kò | 
«Avr d AT Arp 
—6 Arb, 
这 个 不 等 式 对 于 曲面 入 上 的 任何 点 M, 当 点 卫 位 于 Su TRIBAL 
X. 
再 根据 Asmryson it iie 46 db 1), BR K a BEF d SLACA IS ER 
M HEAK. Sic PGIES. 上 时 , AY Yu 人 故居 有 
. 188; 


cOS(T y, Ar) | 1 a 1 


; < 一 "uu 
riu I Tha — tos 
{二 5A 1 
E = maxX u FS ? 


就 得 到 了 估 讨 式 (Y.10)， 引 理 7 了 .3 证 些 . 

根据 于 述 引 理 了 .38, 若 上 曲面 SS 是 Cany 有 曲面, MI EOS 
7.4) 当 窗 度 疝 数 vCP) 为 连 绿 函数 时 , 大 满足 引 理 了 .2 的 前 尘 谋 
分 的 条 件 , 因此 , 就 可 推出 双 层 位 势 (7. 作 在 曲面 SS 上 应 具有 下 面 
的 性 质 , BI XR EHE, 

EHTS 若 曲 面包 为 JIgHYH0B dp, E A d o DAAK 
S bai, MRAD A MESHA a, d dp E 
位 搞 在 曲面 六 上 人 情 扒 是 有 意义 抑 . 

为 了 求解 边 值 问题 的 需要 , E E 2P ESOS ER UT 4 Boy 
HEROE S ERER., TARS .rmyHop Bii uj S se bt 
iE. AiE, 仍 以 D+ 表示 曲面 S GP REED NIE, b 
D ew 8 m EE. 

TETE ix JR GG ROCA 85 3E DA PP) ida S EX 
连续 的 ， 则 积分 他 .和 雪上 点 本 通过 曲面 六 时 有 第 一 类 间断 性 ， 更 
确切 地 说 ， d A T.O 所 确定 的 函 教 到 af) 在 曲面 启 上 是 连续 的 ， 
对 于 曲面 号 上 的 任意 点 P, AFANZ: 

tir (Po) = Hm u( M) —u( Po) —2av (Po), 


xta (7.12) 
ug (P3) 一 tim u( M) —u( Po) -2o» (Po, 


其 中 uy) = | y a Seren t as, 
d Tn, 
证 明 首先 考虑 具有 单位 密度 的 双 层 位 台 


ta (M) 一 | [998r ne dS», 
F rE 


证 朋 如 于 第 类 成 立 ; 
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—án, 5 MED ij; 
wD 25, 当 点 MES hh (7 .18) 
0, MAMED h, 
事实 上 , 设 M rA- Peh ii S ERZA, didis 立体 
角 的 定义 ， 从 点 M ARES LRA A qSz 的 立体 角 等 
于 
do, 908i, Re) Igp Sons Me) qs, 
Tew Tw 
即 积分 us CM) SERRA, M SCR IER LES. OO SE HS T TL, 根据 立体 
角 的 性 质 , AE A[A 1B RM 在 闭 曲 面 访 里 面 , 在 曲面 SS 上 信和 和 在 
闭 曲 而 态 外 部 三 种 情况 , 即 可 得 到 公式 人 .13). 
现在 考虑 具有 连续 密度 函数 2 (也 的 一 般 双 层 位 势 CY. 人 和， 在 
曲面 名目 任意 取 定 一 点 Po 考虑 双 层 位 势 


(M) = [jan uP] S89 Pas, — (ra 


如 时 能 够 证 明 上 式 右 端 积 分 窒 点 M= Po- iore, Mp HS 2] ND 
7.1 妈 可 推出 函数 zw CM) 在 点 M — Ps 是 连续 的 。 报 设 已 经 证 B] 
了 这 一 点 ， 把 .1 名 式 写 为 
oM) —uCM) Mv Po), 
Eh uV) EREMI C I4), Won CM) 是 具 单 位 密度 的 双 层 位 
$. ERAM 在 曲面 六 上, 记 它 为 了 ,利用 作 .18) 得 到 
uo(P) —u(P) +2mv (Ps), 
Jt, 5 X8 Uo Po) =u Po) + 2rv (P9), 
上 上 面 二 式 中 的 uCP) CP) REUS (7.4) 4 34 08 P f Po ifi. 
现在 令 曲 面 总 上 的 点 五 BTA P. BTE UO SSGEHH T HG 
w (AD REEE, KA 
uo (P) us (Po) — (Ps) 4-22» (Po), 

从 而 , Eg uP ARR %(Po)， 这 就 是 说 , 由 积分 他 .全 所 确定 的 
AA uD EH B S EEEH., 

其 次 , 考虑 点 M 位 于 闭 曲面 请 所 图 的 内 部 区 域 D+ 内 和 位 于 
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& ^P ptg D pA EJE., 
当 点 M EDH, f Ax (7.13), 有 
Ug CUM ) uc M)-rAnv CP, 
CRM BTA PES, m RE GAENT m uo) 的 连续 
TE, EA 
uo M) —u (P9) =u Po) Har (P3), (7 .15) 
因此 , bii u CMD LB BOR, 用 e CP ERAR, 就 得 到 
wt Po Hiari Po sul Po Erv{ Po), 
这 上 各 是 ”公仆 一 dba uM) -u(Po) — Sos (Po), 
Fa 5. "8 
(7.12) B8 —sC 4e ar, Bray B[ JL, dg v CPo) 关 0， 则 函数 uM 3E 
KA PoCEOIEui Pli M E Dt B MPCS MERER B CS 
EHAS. w ME D, HEC IDA 
tol M) =u M), 
照 上 述 方法 同样 的 讨论 可 知 ， 当 位 于 闭 曲面 8 的 外 部 区 域 DD- 中 
的 点 M FS EEA Po 时 ,了 8) 的 极限 也 是 存在 的 , 用 us (Po) 
米 记 这 个 极限 , 并 利用 他 .151 式 , 就 有 
us(Po)— lia u(M) ui Po) 2a» (Py), 
x M ZA 
这 样 就 证 明了 公式 好 .12) 中 的 第 二 式 . 
余下 来 还 要 证 明 积 分 (7.14) 在 点 Po 的 一 致 收 化 性， 为 此 ， 
如 同 在 直 理 了 .3 的 证 明 过 程 中 一 样 取 曲 而 85s, 并 佰 计 形 如 好 .14) 
的 积分 在 B, 上 的 值 , 则 有 
| "(CP pt Po)] era ne? asp | 
1 站 i 


op [ cos | 
"xanax Ir CP) -vi Po) | | Ru ux no) E 
ut "ju 


ERE 3 FER A R SrA M R W e a ordk t, E 
Ieuy gos Mia RHR E RED 29), MEUSE 
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conf F by, Tip) E ke 
u— — —À "xa 
p 


JJ 


从 而 
[prom -Co] See? as, 


Eornax |v (P) —» CP) |. 
PcH. 


对 于 任意 给 定 的 正 数 e RE R>0 充分 小 W 8 p HE WD 
»CP) 的 连续 性 假设 , 就 可 推 知 上 式 的 左 端 对 于 Po 点 的 某 个 充分 
小 的 邻 莽 内 的 一 切 点 开 都 可 小 主 8， 定理?”.4 证 毕 . 

由 此 定理 可 断言 ， 由 公式 (7.4) 所 确定 的 函数 uM) 在 区 域 
D* 内 连续 ， 并 能 连续 地 延 拓 到 边界 曲面 8 E M, A 
v(M)Xeb D 中 连续 , 并 也 能 连续 地 延 折 到 曲面 8 上. 

不 难看 出 , MAM ETEEN, META uM) 一 致 趋 于 
"o EXE, HRERS EKE, THARE SARIAN 
BiS, DIAS 表示 球 互 DUARTE S Laa, 对 
于 球 区 外 的 任意 点 M, 由 积分 (7 .4) 表 示 的 双 屋 位 势 w(2M) 总 能 


|u(M|- jh (P) Se Tie) ag, 


E 
Um xS 的 面积 )， 


其 中 [»CP) | «Ao, do 是 正常 
数 , 由 此 即 推出 前 面 的 断言. 更 
确切 地 说 ， 如 杂品 是 任 党 定 
点 , BU HLRUM (T. D Bre SNC 
buu) pL AFH 
FARE a FË RT 
Bi T4 数 趋 于 零 、 
直击 转 入 研究 单 层 位 势 他 .9) 的 性 质 
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没 点 PES, HE S fk Pe ABRIERA nro BUR IE h fip, 为 
deg Dt 外 部 的 区 域 ， 以 oi, debe D gau 以 
n» 心 示 它 在 区 域 D* 中 的 部 分 ， 如 图 7.4 Spam. 

对 于 确定 在 Po 点 基 个 邻 域内 的 函数 下 ( 贡 ), S 


OPUS) yum FOL) PP 
af. M'cufs THP, 
M'EN 
APP) — lim EEM’) 
Om. Sm Tear 


(BEFREIT), Jro pu A LE (MD) 在 Po 点 的 
外 法 向 导数 和 内 法 向 导数 ， 
a UL, RESET jM E nt, pk RS] Sg d 
OF(M) _ ECMO- FM) 
Op, T". THM 


W- 
M'czap 


存在 , 且 当 点 M 河 着 nh, 趋向 于 点 PoE 5 mpi, B S. 
一 年 存在 , H. 
| SFO | jm 2FM) 


+ 
Anh, LIEN np, ^" 


=E 
类 似 地 , 有 PEP l pm EAD. 
. TIR MEEN. Onp, 


X T AR ER fr B DERD S 上 的 法 向 导数 ， 有 下 面 的 定理 : 

XESS 7.8 若 积 分 (7.8) 中 的 密度 函数 oP) A dp ds S Eo 
Rg, RI (7.3) 555 x 69 € E CLA uM) 4E S PICS 
anga Eo). 与 UP ， 并且 


Ok. 


. Ü » " P " ri} 
e — [ocn OE Perard) Q8, rO (Py), 

DUM D. M "FP. ; 
Ou CP.) TM 


= — IE (P) €81 ros, Tn ag 2a (Pg. 
. T. 


"ü 


Qi. 
(7.16) Æ 35 AJAR 57 E IS: dx 99. 
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证 明 ”如果 法 钱 ne LB M IFE S E, AECT.) Br 
确定 的 前 数 uM) 关于 np, HE RRETARA, 它 可 以 中 过 积分 
导 下 求 导 数 而 得 到 | 

eu( M) e 1 y 
AUD [Lion s (Lis 


TPH 
== Jogo tree eo as, 
; 


现在 考察 上 式 当 M RI Np, 趋 于 点 Pc 时 的 情 湛 ， 
AU, E EN a fr dS 
ray [i COST pw, Hp) 
(M) = | Jo (P) S50 Peas, 


设 点 M Cup, 但 不 在 曲面 上 , 作 
E) A uM) -jj eq» E 


-LEl Pn, f) fip ) [A (CF.17) 


Ti 


我 们 要 证 明 ,， 上 式 右 端 积分 在 点 PICS 仍然 有 意义 , EM UAM 
沿 着 法 线 ne, 赵 于 点 Po 时 保持 连续 . 

PRE, 只 要 证 明 (7.17) 式 右 端 的 积分 在 点 PES 有 下 面 意 
XW- BORA PERERI DAT, T BIERBEBJ, 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 
可 以 找到 法 线 na LESA Po TARDE Ud BPs bd 
A Po 的 一 小 块 曲 面 Ss, 使 对 于 了 上 的 任何 点 型 ,积分 

foc» COS(f pu, fip) 008 T par, H,.) dS, 


TPH 
收敛 , 且 有 
"nes COS (T py, Dp) 一 008 py, fin) dS» «a 
S. TPN 


成 立 .在 证 有 明了 这 一 点 以 后 ， 同 前 面 的 证 时 过 的 引 理 了 .1 一样， 就 
能 肯定 ID 式 右 端的 积分 河 辣 法 线 no, 在 PogE 台 点 是 连续 的 
了 .下面 就 证 明 这 一 点 . 
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BU OM Call iS EREA 2o m — ER Hle, 它 全 
部 蓝 在 环 Kr Ñ. od max|olP) 1=C 我 们 有 


o(p) Ll COS F ay, Mp) — cOS(T pur, Tip.) 


gr 
az) | coS (Foy, fip) — COS fru, fip.) | 
Var 
lan rans ne) — (Tex, To) 
e 一 一 一 一 -一 u i 
Tp 
zin Ge Hp.) 
2 PP 
e (C) sm z «0 yt à o 
TPAM qa 


根据 Jsnynon 曲面 的 条 件 1) ja RS OT DA, 

yP, Po «Arbo m Aba, 
其 中 dA 是 正常 数 ， 这 样 , 就 得 到 了 对 于 点 于 Erp,, 点 PEo， 
(有 前往 分 中 的 被 和 pei er e E 


P COB(T py, fip) — COSI pur, n») | Ci 
wC ) 一 一 num-—————— a—g 
Thu B 


其 中 Cr 是 个 正 前 数 ， 因 之 ,前 商 引 理 7.2 的 后 学 部 分 完全 可 以 移 
植 到 这 里 来 《 按 这 里 所 说 的 一 致 收敛 性 意义 ),， 从 而 积分 人 .17) 当 
点 型 dE nr, TA PoE 8 有 时 保持 连续 性 . 

对 (7.17) 式 取 当 M 点 沿 法 线 np, ATA Po 时 的 极限 , 就 
得 到 


m [et ^l. wM ") " 
um | A t uf) | Jm 7m UU +H (M ) | 
-ffo P entr Rom tes ne) dfr. — (T8) 
RETIRERA u(M) Hi MEAM S GAREA 
IBrTE, HR nig XB (.4, HDI. 
lim (M) = oP) Eee ass teo Po), 
i DP 


M'£uBs 
P (e P .4ER 
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lim Vat NM "y -| |o (P) son UP rs, Pip) ag, — Sors (Po) , 
PM gj THP, | 


因 之 , UC LESD AP HEH, 极限 
Ou(Po) — Ou(M") uPo) . qu, ZM 


lun ， 一 hm 
Inh, X ues np, Ong, Mo Ug Ou, 
和 积分 | jo (P) Tep Be as, 
8 PP. 
都 存在 , BO ROH 
Bul Py) EM f COSCÉ pr, fip.) — 9f P 
253 , 710:2 o. dS,» —2szo( P, 


QucPo) a ffo (P) S98 frr, Re) ag, Las (Py. . 
any, d TP, 


这 就 是 所 要 证 明 的 结果 (7.16) 式 ， 定 理 证 毕 . 
类 似 于 对 双 入 位 势 的 讨论 , 可 以 证 明 , 当 点 型 趋 于 无 穷 远 时 ， 
由 积分 (7 .8 确定 的 单 层 位 势 uM) RATE. 


$2 应 用 位 势 解 边 值 问题 


应 用 位 势 解 决 Laplaco 方程 的 几 个 重要 的 定 解 问题 , 把 这 些 
定 解 问题 的 继 表 达 为 具有 待定 密度 函数 的 位 势 ， 然 后 使 其 满足 定 
解 问题 中 给 定 的 边界 条 性 , 就 得 出 关于 密度 函数 前 积分 方程 . 

Ut S d Jsuymon Big, 把 它 所 围 的 内 部 有 界 区 域 记 为 Dt, 
外 部 元 界 区 域 记 为 D-. W F Laplaco 方程 , 考虑 下 面 四 个 典型 的 
定 解 问题 : 

Dirichlet 内 问题 求 一 个 在 区 域 D+ 内 调 和 、 fg D*--S8 上 
连续 的 函数 满足 边界 条 件 

A (7.19) 

这 里 M, 表示 曲面 SS 上 的 点 , MoE ETS ERES RA. 

Diriehlet 外 问题 求 一 个 在 区 域 太 内 调和 .在 DD 8 上 
连 线 , YE 553 X6 43 2 EU] ER Cu, 满足 边界 条 件 
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u|e= fr Mg), CT .20) 
这 里 M: 表示 曲面 SS DW, Je Mohi EE S EEE AR. 
Neumann 内 问题 cR- MOM D* B $uzEDt'-SE 


Web inc, "EHE HE S EARR HR Stc D, EL oo 
界 条 件 


eu 
du NIS DP (7.21) 


这 里 M: zREUES LEA, g OMS 是 给 定 在 六 上 的 连续 落 数 ， 

Wn ck S POS EE Dt 而 言 的 ) 外 法 线 . 

| Neumann 外 问题 求 一 个 在 区 域 D7 pj mie DHS E 
XESE TE J533 38 4 7g I6) p cu, 它 在 曲面 访 的 每 一 点 具有 法 向 导 


X 53, 且 满 足 边 界 条 件 
ðu 
EP = gs (M), (7.22) 


这 里 M: Rmi S ERA, g Mo 是 给 定 在 8 上 的 连续 函数 ， 
Jj v RANS HAKR D MARIER, EER DX dp D* T 
言 的 内 法 线 . 

为 了 解 Dirichlet 内 问题 ， 先 作出 食 有 任意 函数 的 调 润 函数 
u, 把 它 豆 示威 共有 密度 (PAIE 


u(M) -小 (P) conr mi fe? agp, 


HB») EBSOERIESEBSHR,. HAAT. A 


ut M - |o SY «f» ag, ow»(M,), 


bx, S Ae UL REA (T1992 BT Sic (PRETA 
fiato - |J» (P) CoS coser iot dis p E Nvv MS, 


RIA 
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» QOL) - 3- | pon d EE aSr LfM. 
HR d 


(7.28) 
KETERAK zx 的 积分 方程 . 
[EL BEA, 对 于 Dirichlet 外 问题 ,可 以 得 汉 一 个 关 主 符 证 函数 
v (P) Br y t RU ASEH 2 7138. 


v( Ms) — -去 jj (Pj GE P). dp -+ fs (Ma). 
(T.24) 
EAR (T.28) (07.24) 中 的 ne ERE S EEA P RBRUARIATHI. 
AT Neumenn 上 内 问 题 ， 取 具有 待定 连续 密度 函数 中 人) 
KI BA E 


作为 记 要 求 的 解 , 2 UE EAA REL, 必须 
lim DM) n BAIE — S9, 


oy. 0". 


于 是 根据 公式 (7.16) 的 第 二 式 , 就 得 到 待定 连续 函数 "(P) 所 应 江 
足 的 积分 方程 : 
ots) = g) Jo (P) S8 Ma) as, s n), 


UE 
(T.25) 
其 中 fa, E R E S E Ms 处 的 外 法 向 ， 
阿 样 地 , 对 于 Neumann 外 问题 , 可 得 到 未 知 函 数 o(P) 所 应 
满足 的 类 似 的 积分 方程 
P 1 [7 SB UP peau, Fs. 工 
ex Mg) — gg Jle STe S dsp oa Ja Ma), 


(7.26) 
其 中 Mar, EHE S ODES Ma AIDS HD. AERE, XI 
Neumann 外 问题 来 讲 ， 民 域 D Bp sRikiéESED DY 8g pE, 
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所 以 上 式 中 ge 人 as) 前 仍 为 下 号 ， 

RÆ- :来 , 为 讨论 Laplace 方程 的 上 内、 外 Diriehleb [oii BIA, 
外 Neumann 问题 , fis T 48 Me) 4. J; RE (0.28). 07.245 和 
(7.25). (1.26) .现在 转 入 讨论 这 些 积分 方程 


首先 记 核 
ECM, P)-4 1 LS ree Hec 
BEC ER 
kP, M) i .L eos(Turr, f) E cost? UT pas Hu) 


Pia De g “对 


RI RARO OG .24) C7.255 07.265 [DJ 2) JE OR 
y CAf) - [jer Pyv(P;dS,— d y, Cat h (T.2T) 
ev 
B 


»(M)- -| fkr, Py (PYdBpt fa(M); (T.28) 
B 

en) — - ||P, MoPar Aog OD, (1.29) 
. 


oM) = |jsce, Mol PAS ga(M), (T.30) 


在 以 上 各 式 中 , 为 了 书写 简便 起 见 , 已 将 M GAM, 

这 样 , 我们 就 看 到 , PADR. 2 ACT 30) J& 8 75 JE E B; 
积分 方程 (7 .28) 和 (7 .29) 是 互 为 共 轿 的 . 又 根据 上 节 的 引 理 7.3 
“中 的 不 等 式 47 .10), 有 


Ix(M, P)|- i Ta fir) « 5" 


Via TA 
其 中 C 是 正常 数 ， T EZ, LEE AAT EE I EA ABE 8 TTE 
的 , EMERE EHE Fredhoim 型 积分 方程 , 对 于 这 样 
ERATE, Fredholm jE HARRO. 

下 面 , WAH Fredholm iE EEOEWEHE E ire a A d E 
ERE E E EA AE 8] IT-TE VE. 

574a FAH 
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uM) = | jeas, 
HMEN o CP) dint 5 LER, 西数 uM) 4E S ERER ; 
的 外 法 向 导数 IDA REPE, MARKA oP) dE Joe e 
FF. 

ER “因为 w《(P) AWE S LERA M, 所 以 utM) 在 8 
上 各 点 了 的 内 、 外 法 向 导数 DL. Ue 部 存在 ， 又 函数 (ML) 在 
区 域 D 内 调和 , 当 点 M 趋 于 无 穷 远 时 ， 它 一 致 趋 于 零 ， 按 假设 ， 
在 上 DI 恒 等 于 零 ,因此 ,根据 Neumann 外 问题 解 的 唯一 性 ， 


EA OHAK, uM 在 区 域 吃 ”内 慑 等 于 礁 ， 但 姑 单 层 位 势 在 全 
空 闻 内 是 连续 的 柄 数 ， 所 以 4 型 ) zu MARR D AATE E 
Hj, EAJRI TE, MATEA u MER DY 内 是 调 利 
的 , 根据 Diriehlet py [8] Bii 85 fg E — TEE, EE D^ 内 也 但 等 于 


T, 因 之 , g PEDES EESTE. 


由 上 节 的 定理 了 .5, 有 
eu eu 
LX m —4me(P) (PES), 


因 之 ,afP) 在 & 上 恒 等 于 堆 ， 引 理 得 证 . 

定理 多 .6 icu MAT 30) 3-4 3 ~E faM) 
和 gge (M) 存在 着 唯一 的 解 

证 明 i Fredholm 理论 ,只 须 证 明 对 应 于 积分 方程 (7.27) 


入 .30) 的 齐 次 方程 只 有 零 解 就 可 以 了 ， 今 考察 (7.30) 的 齐 次 积 
分 方程 | : 
' = Neumann 外 问题 和 Direklet H nr B8 gea nt — bz S, 在 - RE Sce i n 
MOS ETUR AEHBRERERU, HTSA EEREN, GERE SIE 
BS EE- ASER: ALS MID SD PERITUS RP ACE d) 
球 ,这 个 球 全 部 落 在 区 域 呈 ”或 07 AB. 
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wM) = —g- Jo cp) 2 Tho, VITE 
Li 


Bol 是 它 的 一 个 连续 解 . 利用 这 个 函数 oP) 作出 一 个 以 它 
"rg HE PRI ARIES oc CM), "EC B E. BISHE, RAR 
Qr .6 的 第 一式 就 有 


eu EN Pa cos(f py, fiy) — 
ADU TNR dS,—2mo(M) (MEB), 


根据 (7.31) R, DL 应 性 等于零, TOR LAT CA, del 
8 上 , 我 们 有 
c CM») =0. 

这 就 是 说 , 齐 次 积分 方程 (7.31) 只 有 零 解 ， 因 此 , 非 齐 次 积分 方 各 
(1.80) 3 EXE CERE a ga N AE- R. 

又 根据 Fredholm 理论 , PIYE (T.30 HEAR (T.27) 
对 任 党 的 右 端 - lg (ADARRE, EEE, 

这 就 证 明了 Dirichlet 内 问题 和 Noumann 外 问题 都 存在 着 
iR. 


定理 Y.? PRAEERAT, AGE 28)de(T.29) px 
应 的 互 为 共 加 的 齐 次 积分 方程 


EMEN COS (T par, n 
pM) 一 一 如 je »(PydS, (7.89) 


OCM) -| | ad CPAS (7.83) 


ARAE- AER, 
证 明 ”从 上 节 定 理 7.4 中 的 公式 人 7- 翅 ) 可 知道 , 齐 次 积分 方 
EDAR O 
v(Mom1 
因此 ,根据 Fredholm Ahe, FRR A RR (T 92 307,38) 0 E 


"BOL. 


有 一 个 非 稚 解 ， 下 而 证 明 , 齐 次 积分 方程 (7 .38) 上 只 有 一 个 非 零 鲜 . 
BERA, 即 假 设 齐 次 积分 方程 人 38) 有 两 个 线性 无 闫 的 非 
零 解 oS. (P) es CP, HERA Eon, 作 单 层 位 势 


w (M) j [ete dS, tjua (M) -| [UD ap, 


它们 都 在 区 域 D+ 内 调和 ， 在 曲面 号 上 的 内 法 向 导数 -3 Do. 


HEC .33) 式 都 等 于 零 , BI 
iur — - [oc oe eu Tu) gg ore M) -0 


(jf—1, 2). 
因 之 ， 根 据 Neumann 内 问题 的 解 的 唯一 性 定理 (例如 ， 可 参阅 
[241), JEDER DHS F, B aM) 和 wt 性 ) 部 是 常数 ,于 是 ， 
可 以 选取 到 不 同时 为 零 的 常数 O 和 Oa, EAKR DHS 上 有 下 


式 成 立 : 
Otyu Ons — 0, 


考察 单 良 位 执 
UCM) = Ota (M) + Os CI) = j Í Cae C Ces P) Cn (P) ag 


按 上 面 所 述 , CEARR D +S RESTE, MERR D 内 ,由 于 
OX EE uCMD fein S ESTE, 在 D AAA, 在 无 穷 远 点 一 臻 
趋 于 零 , 所 以 根据 Dirichlet 外 问题 的 解 的 唯一 性 定理 (例如 , 可 参 
HD, EE D 内 也 恒 等 于 零 , 从 而 有 


ni Ong 一 4 [Oc (M) + Caos (M ) | =0 (M €8), 
PE c CPI ex CP) «S ERYEAROS ET. RREI OF. 
于 是 就 证 明了 , 章 次 积分 方程 (7 .8383) 只 有 一 个 非 零 解 。 再 应 
用 Fredholm Hie, 就 知道 齐 次 积分 方程 (9. 32) 也 只 有 一 个 非 零 
Ht. 定理 得 证 . 
定理 Y.8 Neumann 内 问题 存在 着 解 的 充分 和 必要 条 件 是 ， 
R & (E (T.21) p 593 g (UH) 满足 | 
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J [oca aso. 


证 明 ”内 为 积分 方 称 (1.28. PESE DOT IK JT 9 .33) 的 解 
:不计 常数 内 子 ) RAA M(E, BPDN dRd Predholm 
理论 , HHRMA E CT 29) 有 孵 的 苑 分 和 必要 尝 件 是 


E (M) -148, —0, 


即 [jo Casueo. 


定理 得 证 . 
同样 地 ， 利 用 Fredholm 理论 ， 应 有 如 下 的 结论 ， 积 分 方 和 


C7.28) 有 解 的 充分 和 必要 条 件 是 : 2E o D f CAD RUE 
IZ (M)GCM)dS, —0, (7.34) 


其 中 SAD RECIBA UK IERI (7.89) 的 非 零 解 . 

入 看 起 米 ,出 这 个 结论 似乎 可 以 说 ，Dirichlet 外 间 题 仪 当 边 
界 条 件 (7.20) 中 的 函数 fs( 开 ) 满 足 上 列 条 件 (7.34) 时 才能 有 解 
其 实 不 然 , Dirichlet 外 问题 的 解 的 存在 性 和 积分 方程 (7.28) 的 解 
的 存在 性 这 两 者 并 不 是 等 价 的 , 因为 在 得 出 积分 方程 (7.28) 时 , 是 
假定 了 Dirichlet 5| [3] I (0 E IUR RARER, 但 正如 在 上 一 
节 里 曾 指出 过 的 , XU fre M ATEEN, 是 以 与 AL 
样 的 阶 数 趋 于 零 的 ， 这 里 0 是 任意 一 个 固定 的 点 ， 而 一 般 的 在 无 
穷 远 点 一 臻 趋 于 零 的 调和 函数 不 一 定 具 有 这 个 性 质 ， 这 样 , 实际 
上 就 对 求 Diriehief 外 问题 的 解 提出 了 过 苛 的 要 求 , 从 而 使 求解 发 
此 了 困难 , 这 是 由 于 采用 位 势 求解 所 产生 的 方法 性 的 团 难 . 

HZ, 为 了 解 Diriohlet 外 问题 ,不妨 假设 于 标 蛛 点 O 位 在 区 
域 D+ 内 ,而 把 这 个 定 解 问题 的 解 表 为 形式 

u(M)— — wn (MD, (7.35) 
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这 里 o 是 待定 常数 , "oan MO JEU EEEE HE ERU vu CP) 的 
MEY 
v4 CAT) -[fecm AO Pu ie) ag, 


显然, RAVODER D AWA, 当 点 ML 趋 于 无 穷 远 时 ， 它 一 
IATP. HAMAKI D HTH ESEA Mii, di 
(T.20), 应 有 
use. Ma) ————, 
OM, 
所 以 代替 积分 方程 (7.24), 应 有 
n= |] s c eee teas, 


ex[nap ---] (7.36) 


在 上 式 中 已 将 MHAM 了 .根据 Fredholm 理论 ， 上 列 积 分 
人 是 


f ji ef (M)dSy—O0 (7.87) 


其 中 wm(M) 是 齐 次 积分 方程 (7 .88) B dE ERE. 
现在 可 选取 适当 的 常数 o, 使 上 面 的 条 件 人 .37) 得 以 满足 ,将 
这 样 选 得 的 常数 «代入 积分 方程 他 .36), 可 解 出 函数 aP), 从 而 
可 年 出 函数 岂 (a)， 然 后 按照 公式 (7.95) 就 得 出 了 Diriehlet 外 
问题 的 解 。 这 就 证 明了 Diriehlet 外 问题 对 于 任意 的 连续 边 值 PR 
A FaCMO NER TR. 


$3 实体 杆 的 扭转 


在 村 的 担 转 理论 中 , 我 们 取 z 略 的 方向 sete Adr, 已 

i: 应 力 分 量 Tan $i Tyg ni Ji DE 
Ova, | OT, 
E 一 十 一 如 =0, (7.88) 


+ 904 ， 


DÀ wp ty 租 丰 分 和 表示 杆 交 于 荆 辆 、 y AR c 轴 的 弹性 位 移 分 量 ， 
就 有 


Mem 一 Do 十 wa wy iez +8, Se - 0, 


Jt 0.0.8 Vr E O 的 值 与 样 的 握 转 成 正比 ， 叉 
e HE dU (Se -ay), 


tu-a e Lie) u Con), 
于 是 得 到 关系 式 
Ora. Bry _ 
dv e 218, (7.89) 
这 里 的 鼎 是 常数 . 


设 


Tam -u( 3+8), vam Ebo), (T.40) 


其 中 p(w, y) JEN. GRE) PER, RER Taas 和 mw 对 任意 的 函数 
多 可 满足 方程 人 7 88), 将 它们 代入 关系 式 人 .89) 中 ,就 可 得 出 获 数 
p 应 满足 


Ap= Ze + du: 一 0， 
HI pj Sy pis, p EERE D— 45 oy 平面 的 相交 部 分 一 一 内 的 
TAURI ER C 
HRA o EWEA Pb. 如 果 杆 的 侧面 不 受 外 力 影 顺 ， 
WI XE FF m E, EREK 如 的 境界 上 ,应 有 
Fac, P) 4-T,,008(n, y =Ò, 
其 中 四 是 杆 的 侧 而 前 外 法 线 、 把 他 .40) 式 代入 上 式 , 得 出 


Op _ oP == — Eegi 一 
ay 080 y) Boy cosin, a) 8 |o cos(in, y) —y cos(n, a). 


但 是 cos(a, a) e —oos(s, 9) — — s 


cog(n, y) — cos (s, £) Lm 


9p . lg80 ry 
Bs 2. Óg "C 
Xp scr, B ETE pO D mde 
p — 8G) (0 为 常数 ). (7 .41) 
因 杆 为 实体 , BELL 是 单 连通 区 域 ，(7.41) 中 的 常数 0 可 以 任意 


RE. 
这 样 一 来 , MARAR qp ERALARI .41) 的 Dirtehlet 内 
把 题 的 解 . 


84 平面 情形 :全 


对 于 平面 上 的 Laplace 方程 ， 以 D^ 表示 平面 上 的 一 个 有 界 
区 域 , ROALER OL BUR: BH eR, 它 的 正 向 是 使 区 域 D+ 位 于 其 
左边 的 方向 。 称 曲线 积分 


TOM) -| ol Aln dh, 
L Tag 


uM) =f «Go 2 In z-) df, 


=f o(a) 8n PO gp, (7.42) 
L T AM 


分 别 为 平面 单 层 位 势 和 双 层 位 势 . XXL XE B eR IL Bg 2] 法 线 , na 
是 世上 的 点 闷 处 的 外 法 线 向 最 ， 可 以 和 证明， 丽 数 uM) 5Eou(M) 
当 点 M 不 位 于 曲线 工 上 时 都 是 调和 的 ， 
类 似 于 空间 前 位 势 情 带 , 可 以 证 明 , 平面 双 层 位 势 u CAE TER 

L EARE 

wu (P) = ul P) —av(P) 

Usl P) -u(P) Har P), 
其 中 wP) BI usCP) AEREA (7.420 25 M M L 
WAAR T L ERA P BEI, H u PEATA au 
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M 在 PELi, Fe ur ELSEER, oci RES rS u CM) m TUS 
g -2 "EL L F.HS-—38 [f] Hi 

e ü : PA: 

Er jo (A) gu Fes Me? dla- rol Ph 


Bu(P) | HA EOS UT Ras T pc 
nz 900) » di, A- sro (P), 


其 中 点 PEL, 
MEZ vega dk CIS Did 25 L RRRA NOTE CE JLGR fEOH 
区 域 DD 内 的 Laplace 方程 
Ms Ou + 一 0 
通 合 边界 条 件 
u|u;-/(P) (PEL) 
的 Dirichlet 问题 的 求解 ， 这 里 的 f(P) d pefEBZEL BD 
iE SE p 
我 们 把 卡 述 所 要 求 的 Dirichlet 问题 的 解 用 双 层 位 势 


wt =| v C4) gos(rau, Pa) ai 
DL TAM 


Xx, 其 中 点 MF 么 分 别 位 于 区 域 卫 内 和 境界 卫 E, n4 L 
上 的 点 A 处 的 外 法 线 方向 ， 于 是 按 上 上 面 所 述 ， 就 得 出 关于 待定 蜜 
BE p 3C v CAO 的 积分 方程 
«»-i| ria) 998 Par, Pu) ap pOP), qz, 43) 
UE JL ap T 


这 里 PRRRL LEA 
1. RRE D EBI ety ck eA 7.5,8 
2Hoo08(Tiíp, H4) 一 —2H cos p= —TapP, 
PARA AR 143) a A 7g 


Pp], Ada =P). 


A 25 
这 是 一 个 退化 核 积分 方程 . 记 
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f ra) dl,-0, 


有 «PD--lf05-35y. 
两 端 沿 曲线 工 积 分 , 得 
1 
0 一 一 二 | (Ada oO 


^ 1 . ^ 
所 以 O= ZI dla, 
HE T5 进而 得 出 积 分 方程 的 解 是 
r(P) 一 一 二 JP) 十 -3 | f Cou. 
这 样 ,在 回 域 的 情形 , 就 得 出 所 求 Dirichlet 间 题 的 解 为 


uM) e - L| SCA) eorr oe Ta) dl, 


1 . COS (f aa Ra? 
+ f, f (aya, ee fai | dl... 


A.M 
但 当 点 M cDBI.E 


| CO CF a r, fa) di, =m -—2x 
五 TAM t ' 


所 以 uN) xij, roo [12 2B Gran fa) Jar, 


X COL ES 7.6) 


一 .- t [sam | 2HR U m (T iu, 014)] 
TAM 


— 2 ÉHrT4Au 0089), 


q'AM 
而 p —r5 y HR 2Rray 608 p, 
AT o 是 原点 到 点 M WES, TÆ, kati 2 Brock Dirichlet 
PERPER yj 
| 1 (R2 — o?) di 
uM) E j Pe cos (8 — s) 
[^ ( A ee 
E FU Rit —293Rpcos(B —8o) ' 
ER 8 A 名 2-9] OA Ri OM Eem, EFAA M E 
熟知 的 Poisson 公式 ， 
2. BEKR D ERR, 其 境界 上 的 参数 方程 是 
ce—acos0, y—bsinÜ (0s 2m). 
为 简便 起 见 , 将 曲线 工 po RECTE ed 6 M E B9 x AR P 1o 79 8 
TE 5 FL rar na fic tu n. 
Scip EE E lir Pr SU IRE 0 RE CT .48) 的 核 , 见 图 "7.7, 有 
pun M 85? 
2 $ (t€ 
cáa sin" EN 2:2] 
Epes VTI BRARED, x 
cosir, Rdi= [cos(ft, x)cos(T, e) -cos(ft, yjeos(r, y) di, 
Ei dz 一 — coin, ydi, dy-cos(n, adë, 
Br EUR 


cosir, 2)üb—cos(r, mdy- colr, yddz 


-1 fa (eos t — eosi dy — b (sin t— sin 6)da | 
T 
=£? cos Coos t — cos f) sin Ô (sin £—sin 0) Jae 
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TE 
Lf, TE) z, n) an a am? (^5 ae 
| 2d dy 
ZO 二 Bacogas (412. ) 
一 一 -< | 12-e*cos*( 2+8) 


+e’ cost { C12 )a--- Jas. 
现在 假设 椭圆 的 离心 这 8 很 小 , EER sr dA S V3 OURCREOS 68 
BIHI rc, mod epnd d 48 DE OG .43 RA RRR RA 
方程 
的 十 到 [^ | 14 eo (479) oag- -l0. 


Bam jo 
m F teolo) atg cor (17), 上 测 退 化 核 积分 方程 
可 与 为 


T(t 十 | [æ+ B cost cos & — Sainisindr (P) dO — folt, 


X 
ü 


-上 u b ( E) þa” 
Hd acra tr) ET gre 
解 此 退化 核 和 分 方程 , 得 

v (D) = fo(1) — 04— Cs cos t— Casin 1, 


其 中 O= af z(a, 


ZU 
7 Joib) = I0. 


C= B | cos br (0 A, 
Q=- L gin grin dog, 
于 是 可 以 求 得 
- 210- 


fi Jo 5 
=s, (Nc OQ — 
0; l-3540' "  iczB'. 7 i—mxf8? 


ar ER 
fo Faldt, fa- Bj. fot oos tds, 


fe -BV fetsin cat, 
从 而 就 得 到 了 所 要 求 的 各 分 方程 (7 .48) 的 近似 解 是 
v(£) = folti —O,-- O, cost-- Os sin t, 
如 果 在 积分 方程 (06.480 的 核 的 表达 式 中 保留 67 ELE E PARE 
的 项 , 就 可 以 求 得 这 个 积分 方程 的 更 精确 的 解 。 也 可 以 得 出 其 真 
解 ,但 它 是 用 无 穷 级 数 形 式 表达 的 . 


$5 Poisson 方程 


根据 第 工 节 的 公式 (他 .50) 式 
sayi (LA ao, [Ln 多 


TPH 


-ar har ahis, 
可 以 猜想 在 体 D+ ERIZ MRE d ES 
U(M)-- -L idi us dà, 


应 是 Poisson 方程 


Zu. Fr, y, 2) (T. 44) 

gpI—-üE REM Eue, ug SAC FO, y, ERR Dt 内 

HUS — Piik TAH, A ARRE bE e. gae 
情况 , 可 参阅 专车 [35]. 

这 杭 , 对 于 Poisson 方程 (7 .44}) 的 各 种 边 导 问题 的 求解 ， 总 可 

HAUN EEE BRI IE U (MHE Laplace 方程 的 由 诺 边 值 问 题 求 

PE, WUL Spoke D* PRAET 44) JE CM) ETE 29708 


BS E EBERT | 

uls- f, 

ERK 

w=u— U, 
SIRER KRA ER o, R w AJE Laplaod 方程 ,在 曲面 8 
E BERE MJ 1 X PLA R 

wlas—f—U |s. 

HRA TAART RE w, 从 而 也 就 可 以 得 到 原先 
Poisson 方程 的 Liriohlet 问题 的 解 . 


u—3w--U. 
特别 是 ,考虑 Poisson 方程 人 7 .44) 的 齐 次 Dirichlet 问题 
[ere y, 2), m M (v, y, 22 € D*, (T. 48) 
uls- 0, 


假 识 已 经 知道 方程 让 一 0 ATIE Dt Green mA Z(M; My, 
它 是 空间 内 两 点 六 与 OM. Epi fk E, 具有 形式 
Z(M; Ma) ~ — d gt Mj, 
其 中 gM: 型 四 作为 点 M 的 函数 ,在 区 域 D+ 内 调和 , 在 出 面 S 上 
满足 条 和 件 
| | 21.1] 
g 


Am T MM, ra 


M REGE UE M ISD CT 4) 4t n 1 ON 
uan = [f[zon MDF MAA, (T.46) 


np 


这 个 结论 的 证 明 过 程 , 可 参阅 [25]. 


$6 用 位 势 方法 解 非 线性 边 值 问题 


应 用 淆 似 于 前 面 的 位 势 理论 ， 可 以 研究 拟 线 性 方程 的 边 值 问 
Bi, 这 里 所 引进 的 研究 方法 是 属于 通常 所 称 的 连续 性 方法 , CE 
研 完 非 线 性 边 值 问题 时 是 一 种 颇 有 成 效 的 方法 ， 下面 的 论述 二 下 
“ 848 - | 


X8 LITT. 
BKE D RE gH Yep pu Taj S P8 ERE LUC REM 
考察 下 述 边 值 问 题 ; 在 区 域 D* FK Bp AER YE 32 


du= F(s, wy, 2, W) [7 了 .47 

WER p ule, y, m, 全 之 在 边界 曲面 名 pumice Xd 
NE (7.48) 
RH s, y, z, wu) A: 4 - AERE OL eg Hh 是 给 定 在 明 面 全 上 


(rg E E S ER e, 

对 方程 (7 LO) npo f ER F, y, om, v ERIT P TEE. 

1) Bid F(o, y, z, uw) 4E A 4E DX Fu( (o, y, 2€ D* 8, 
— 9o -«u«-teoeabpWpx-r 4-P3EEH -, y, s, u BREAD, AAR, JÈ 
具有 有 和 界 的 - CELER SE BIST. 

D Ki Ra A y, z, uw) 2-0; 

8) ERKE R 内, 偏 导 数 Ful, y, z, D 存在 ` 有 界 , 且 关 于 
APER ue Lipsehitz 2&4. 

| Pio, y, z, 25) — Fis(m, y, 2, us) | «bu — tal, 

其 中 了 是 正常 数 . 

在 这 些 候 说 -让 , 我们 证 明 非 线性 边 值 问题 各.4 站 与 (7.48) 的 
REER, 而 号 是 上 只 一 的 ， 

GEHT. 在 关于 Fx y, z, u) $$ LESE 406-1), 2). 8) 
"FÉ 5p 38 (7.4 D) 35 (7.48) 69 RE P E "E — $3. 

证 明度 边 值 问题 (7.47) 与 (0.48) 存在 两 个 解 ua Qm, y, 2) 
TH uam, y, 2), ZWEI, 在 区 域 D+ 内 有 下 式 成 立 : 

Vim, y, 2) ""us(m, y, 2). 
事实 p, dd 
Wim. y, 2) Um, y, 2) — uam, y, 0), 

Mi A uwa, y. co RUDUS 

duis, y, z, aad- Pm, y, , w) (Qu ys: CD) 

(T. 49 

| OI A dala ade o Lm Nice 
: 213. 


"m (7,50 
AFFET. 49 8 43 LP p AY HB EE M, 得 
Ar Fr, y, 2, wu) E (m, y, 2, tt) 
= Fm, y, z, wy m, y, 2) FO Lule, y, z) 
tule, y, z) Du 
= Pin, y, su, 
在 上 式 中 已 记 
F(o, y, i)  Fi(a, y, 2. usu, y, v) M 8D, y, 2) 
tele, y, DD COO), 

作 积 分 [judas Faaa, 


t. 
Dr 


A TRR R OZ, 故 旺 和 分 应 为 零 。 另 一 方面 ,利用 Green 4 


式 ,有 
Jf- HTC C) C) ja 


Dr- 


十 Is A dS, 


Ht n huis DUAEESE. ERDAN u Wb EYLEDAR4E (7.50), 
ESA SS OMERA AE, BUS s 


o- JJ Je Pua - JR) + ue] Ee 


3-Fw* dQ, 
按照 甘于 ages ded Dt 内 F>, 于 是 由 上 面 
的 等 式 得 出 在 区 域 D* 内 应 有 
eu =0 eu ĝu 
£a: ^ By "o 
Am u=, dRfrUrWg mp5 上 =0, 所 以 这 常数 应 等 于 零 .这 
就 得 出 在 区 域 DT N 


ulm, y, z) 一 
唯一 性 得 证 . 
= 214 . 


现在 ， 在 关于 加 的 上 述 假设 条 件 下 证 明 边 值 问题 (7.47)、 
(T.5D 3678 A ER COS A E LIRE ZEE ETE INT. 
PR RTE A REE L REfRO.48)vcB8g3xg A=, xtd 
A, RÆ H agua S 2 pA R fE i for E 
[2 (在 D* W), 
p| g=h 
的 解 v, 然后 记 =u- o, M) BS roo PV F7 A 
de -- F (æ, y, z wto (Æ .D* A) 
及 间 次 边界 条 件 
qp | s 70, 
而 这 里 前 (m, y, z, wto) 当然 仍 满足 对 F (m, y, o, v) FR i dE 
THERA RAA A EIE LEE IG] ERI 
[5e y,2, W -F(M;w) (CE DEAD, Qr. 
中 | g-- 0, (7.51) 
这 早已 用 M. Xeon A Go, y, on, Rie XXE He RT E Tp YETE, 
Z(M, M3) 表示 方程 u—0 关于 区 域 D 的 Green bá 数 ， 
ki EERE, 只 要 边界 曲面 S 适当 光滑 ，Green 函数 总 是 存在 的 . 
BRASA A. 的 方程 
du—AFOM:;w) (OA zED*gu (T.52) 
在 边界 条 性 (7 BD FARAR AAEE AE (7.52) 与 
(7 SDEAR RAAR 1-1 时 有 解 , ERHET. 
h EEIE, 注意 到 公式 (7.46), RHEE, 边 值 问题 人 .59) 
与 0.54) 对 于 任意 参数 值 的 求解 等 价 于 非 线 性 积分 方程 l 


uCM) -2|||z (M; Mj)F(M;u(M,)dQ,, (T.58) 


的 求解 ， 这 个 非 线性 积分 方程 (1.58) 属于 Hammorstoin 70/814) 
PESE 

TESUREAS A, AE (7.52) 与 (7.51) 的 解 us CM) 背 存 存 

(0 cA D) , "EL TIER, 这 是 因为 , 边 值 问题 (7.53) 5 (7 54) 的 

|. s» 815 - 


求解 等 价 于 积分 方 种 人 .53) 的 求解 ,而 后 者 的 任何 解 aM) 对 了 
任意 的 值 (OC cl) GHURCH HEU. 事实 上 , Bod C PCM; w) 的 


假设 条 件 1), 有 
POM, u) |« 4, 


A 是 正和 负数 , 于 是 内 47.53) 式 得 
EAE SE «af {120 MOF (Ma wu (M) [dOy, 


! 


1H 
«A [|[]Z M1) d2u, <, 
H 


这 里 4 是 正常 数 。 因而 确实 可 以 在 有 界 函 数 炎 内 求解 边 信 问题 
(7.52) Ej (1.51), 

JHR PHE (7 B2) 与 (7.51) 当 和 =0 时 有 了 明显 的 叭 一 解 ue 0, 
n RABLEEOSET EI ÉL m AM (0 7D 有 解 S CM), DRN Y 
WEBER ORAE XE (0v, CS ME, At 
《7.693) 与 (9.51) XP (i A= Ato dE uus CM), A, M 
Ae 0 时 的 边 值 问题 人 62) 与 (7.51) 有 解 uo CM ) 1B 36, 经 过 有 限 步 
后 ; 就 可 以 得 到 当 A-»DmpEMEBRERT.B2) Sg (T.51)39 f, BLEU 
的 边 值 问 题 (7 47) 5g: (7.15) 有 解 ， 这 种 论证 方法 , 就 是 所 谓 连 倚 

更 在 假设 边 值 问题 (7.52) 与 (7.51) SAXA] 时 有 人 和解 


us CM). 
abd (M; Mss (在 pt PH, (7.54) 


us, | 720, 
TERES], ZURYERD EDS (0<r<1), CH MNR, WAA E a 
《7.52) 与 人 .84) 当 % 一 2 时 也 有 解 s e AORE: 
[ee Qar) EM; 在 D* py), (7 . 58) 


AME gc 
zpk, 3788 uE BH SLE RIDGE 
Tn Qu--F»)FCM; wu) FM: (在 Dt pp, 
ap | 5— 0 (7.58) 


对 于 某 个 伪 > (0-1) 有 解 wCM)， 则 边 值 问题 (7.55) B0 € 
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obe (M E 1E fE, LÆ 
Ce (M) — 1; M) tw, CM), 
E UESS A peH, 
HEM pp IO HE RE (CT DEDRA, xx VERRE UP 2T 
Tg B 33 A 
Zh =v F (M; Wa) + (Arty) LE, (M; Wa ) Ww 
十 到 BC ws, Gap) m0, 
式 中 0<8<1， 于 是 由 公式 (7 .53) 得 知 ， 演 值 问题 (7.08) mpRAR 
等 价 宇 非 线性 铝 分 方程 
wM) = il E (OM. MO [sFM, U qm 
Dr 
-+ (4 十 pME CM; Ma, CM) ) p (A) 
ARCET ph OM a ws (Ma) 


十 Bw (Mj ) qu? MO ] d Qu, 


的 求解 , 后 者 又 可 每 成 
w MY — Qu») MR M) FLOR u, CM 3) wv OH Oy, 
ue 


一 >| | Z(M; MI FOL wu, OL 3) dQ, 


p 


" Ar | (z (Mx M) PE CM yu OMS) 
Mi 


00 c 8wCMQO)w (MD dO, (7.57) 
因此 ,只 要 证 明 非 线性 积分 方程 他 .57) 89 3I S RE v (0n c1) 
AM CM), IRERE T EET. DO 有 解 ， 从 而 就 能 得 出 

得 问题 (7.55) 的 解 nt MT. 
考察 重 次 积分 方程 
wA = Qa) Mr s MDP (Mi, Gb) yw (I) dy, 
i 


(T.58) 
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ESTE RR 

pe- Os H9) FC; w, Ow, E DEA, 

EU LEN 
FH PEE LLSO, a Aa tewo, 所 以 由 前 这 定理 了 .9 所 述 ， 这 个 过 
fi I: RLFUB ERE, 因 之 , 积分 方程 (7 08) PEE T DO RE — 0, 或 者 
iH, TE latr o F A i (0-1) 部 不 能 是 核 M, Ma) 
X FMa uw (MORRIE, MATR C OMS Ma hte FE, 
于 是 , dEZE PETRA 7388 QE EDRR RE fb 2 SES mR a 


wM) = 2l (M; BYE, wu (M) dy, 
D+ 


LATE ji |z (Af; MOLFL UM uu (Ma) 


H! 


T OWwCM D) ut OM, dO, 
十 (十 四 f | IO Ma v)» [fz (Ma, Ma) 


D+ i 


x FO s wu MS) 00, 
e| j| Z (Ma MY EY CM wu, (Ma) 


It 


Ow (M) )jw?* M) dQy, Ay, (7 .59) 
的 求解 了 了， 在 上 式 右 端 中 交换 积分 次 序 , 就 可 把 它 改 号 为 
p || |F Ma us MO Ez Or M + Gat {fs Ms 


Dt 


Mo) CM a MO dOy,] dy, 
+ A fm. CM; Us (M1) 十 站 人 ) |z CM; Mj 


+ Ouro) JL | TOM Ma or) Z Cs MAO] 
D 
x wM dsr, 
车 记 
' B13. 


XM, As Aid 6) —-ZM, M4) 
+ atv) jj Ca Mis sco) Z Ota M) AO 


则 上 面 的 积分 方程 (7.59) 就 可 写成 如 下 形式 ， 
vM) = | Fe My m MOX Os Mas tp) dQ, 


D+ 


十 AL [ Fu Mi; Un (Ma) + gw M3) 
DD 


x X CM; Mi itp (Modar, CT .60) 
XX RE—cE, A TEHERREL) 对 某 个 确定 的 什 
v(0-Cv-1) 有 解 ， 内 要 证 明 与 其 等 价 的 非 线性 积分 方程 (7 .60) 对 
CAT ERI v(0-—v— DLEE (M) REREDLTY, 
下 面 , 我 们 就 来 讨论 非 线性 积分 方程 人 了 .60) ARAUA 
üEHB XT TP AER ERE v(O-c v1), E 98 SCIETENE TRE wM). 
前 面 已 证 明了 ， 任 意 值 ~=Mm+v (Olym) 都 不 可 能 是 核 
Z(M; Ma) Ei Mi t MD WREE, i R TA Mu) 对 
于 参数 和 ESAs 上 的 连续 函数 . 事实 上 , UFRR DOM. My 
2) 可 表 为 


TOM; Ma io = P aA, (7.61) 


其 中 DOoq DOM, Mu AE ZM; MOF Mas w, OE) 
的 Fredholm ++} Fredholm 一 阶 子 式 , 它们 党 为 和 pgi& AH, 
因 之 , RRTM; Ma 办 对 于 参数 可 能 出 现 的 不 连续 点 只 能 是 
fi: DO) — 0 的 那些 和 值 ,而 使 DA) —0 的 2 值 就 是 核 ZC 型; M) 
x FLOM s wu (ORRE. TH IE SH E ECHR IB SER, 任意 值 和 = 
Air, Dy 所 I 都 不 可 能 是 核 ZCM, MO FILUM uuu OM DO IS FRE 
E, 就 是 说 , AERA AOSA RUE ID OO 60, 这 样 ， 从 式 
(7.61) HAGË, 解 核 (于; Mau 和 对 于 参数 和 是 区 间 OSA pg 
现在 对 于 非 线 考 积 分 方 三 他 .60) ,和 用 逐次 遂 近 法 来 求 其 解 . 
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令 零 次 近似 为 

wi (M) =>| | [rats uw (MD) X OB. Ma Mv) dy, 
有 了 第 站 一 1 次 近似 w OM) 后 ， 近 下列 等 式 确定 第 二 次 近似 
utt CM), 

wu QD =v] | ears ws, CM) X (M; Mu xbv dQy, 


piate ff en Ma us (MD eeu Ola) 
uu 


XAM, My Matr) [7 7 CM 0 1?d Oy, 
(O01; k=], 2, ---), 

直面 证 明 ， ABRIR E DURER (9 OJEK D 内 一 SCR 
3L, fd. EL— 35e 9t, 

Boc uEBS B6 BEES AI (07 (MD 在 区 域 D! 内 一 致 有 界 。 事实 
E, HER, |.F (M, wu) | «s 又 由 于 对 区 域 DBD? 内 的 任何 点 M, 
核 DOM Mur») XT 04 vrelJkukSEPBEd, pDPTETE 
i.v 无 关 的 正常 数 B, dt Fx ar. 


Hz ans xe 49s «B. 
于 是 
[wO QM) ew [f E Ma wm CM) EC Ms T) |, 


MvABT, 
z 是 正常 数 ， X 


[wD Cu) | [TER Oso, Ma) X M: Ms At) | Ba 
p: 


4- Am MI FUCGUBM s un (MA) Ow (M3) 


x X (M, Mi: Aa Tv) | [4,09 (MJ 3d Qr. 
"E vAB 十 Ta 
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Hop B. ASK, WERN A de c 可 GE w) 的 绝对 值 在 区 域 


e JEM ow | SA. 

M TREE ES E E r, t 

bs pd 

E 这 样 的 * b EREI, 因为 可 先 选 取 ”适当 地 小 , 使 
AvBAB, «1, 


然后 , 不 能 算出 所 欲 选 择 的 正 铺 数 衬 四 最为 


r= ag. -~I BAB, ). 
yeh, HUE |u P CAT) | v, 
Wika BR, MAAT gag Es ih, MERA HA 


&, A 
[a CM [vA B Bus (k=0, 1, 2, e), 
Mm uESH T eg SUE ZH? CM) Fic pe D* pa — Sos ATE. 
其 次 , Ed p uEBH E EEREGS Q7 0M)T 在 区 域 D' vVjy— Sulle, 
Jg, 只 要 证 明 级 数 
wf? (M SY [ur P CAP) —w™(M)] (7.62) 


EKER D" A- SO CBS IFCSX, SS ERR OC 62) m9 — NER 
| gu 1 OM Y — a9 OM | 


- Uns Ent Ones MD -0w9 O2) [w Q6] 


D: 
— k'al Ma u CMO OM) et HM) A} 
M X X CA, My wHo) Qu! 
« [Ix Gr acu») PMs m M3) + 099 (M) 


n. 
>£ [4,09 (M ] a Fs SET L^w (M) + Gwd (M ) 
M x [wS (M )) ? | dB, 


» 331 - 


[Fiu (Mas tin, (Ma) HWP (MY) Eo? (CM) 
— Fi (My iu UM3) Ow (M4) Lw CM )]?| 
e | Eiu (M g us OB) 2-899 OM) C9 OM) T? 
= [wu OM) PE LF (M i CB 1) + 0w P CM) 
= FROM aos MO BI OE) Du NH] 
«FM aus UM FO UM) | DwO CM) 
et (M) | . |a509 (M) — qu» ( M4) | 
+ L6 [4,99 ( M4]? | (M) — 97? (M3) | 
«27.4, [169 M — 7? (M) | 
4L | wO (M) —a97? (OF), 
这 里 , 我 们 利用 了 画 数 Ye(M; 汉 关 于 变量 忆 满 足 Tipsehitz 4& 4 
的 假设 以 及 0<9 二 1， 这 样 , 就 有 
[eo M) — 99 (MD) | v A+ bz?) B max | 5 MD) 
can 


由 显然 的 不 等 式 r< Ss, PLU 


|a99*9 (M) NY 


«Bye max |w9(Mo-—a57(M)|, 
Af cB 


其 中 B,-24,B4 L7. 


于 是 可 递 推 得 出 
[u tO (M) — gi CM) | 
Bg)" max lw (CM)—wM)|, 


知 我 们 能 验证 此 时 Bor<1 成 立 ， 那 么 级 数 (7.02) 的 一 致 收 敏 性 
和 绝对 收 伍 性 就 得 以 让 实 了 ， 
现在 来 说 时, 如 和 何 能 保证 Br<1? H5 
B,524,B-2R, 
Sk Bari, B 


Ba (1. J1—ÀdpBAB, 
za. VT-iBAB, )«1, 


或 1— 4 1--4»BARB, - -2H ; 
- B. 


就 应 有 Ai1-4pBAB, PE 
4 


将 上 面 的 不 等 式 两 边 平方 , 由 于 Ba 280, 8E SA DERE, RT] 
有 | 


L—4vBAB,» P2 B 
B? 

Hime m, 得 

AvBAB, ca PPS BD, 

o Ba- Ha 
Mt A "^ BAB: * 
综 上 所 述 , 我 们 只 要 选取 
0 一 ><min( rg De 1)e» (7.63) 


就 可 以 了 , 这 里 EH M 无 关 的 正常 数 . | 

这 样 , 逐次 近似 序列 {eow CM) d dk D+ Vg — SN Sc 

个 函数 o (MD, 它 就 是 非 线性 积分 方程 侈 .60) 的 解 , 并 且 显然 有 
Je CAD | «v, MED, 

至 此 , 我 们 就 证 明了 , ERAT DOAR, RAEE E 
(7.55) 对 于 满足 不 等 式 (7.63) 的 任意 v 值 也 存在 着 解 . 

ED SLE (7.58) 与 (7.51)， 我 们 从 它 当 》 一 0 时 有 解 
uo (M) 一 0 出 发 ,利用 上 面 已 证 明 的 结果 ,就 知道 对 某 个 入 = 坊 之 yy， 
边 值 问题 人 7 .59) 5 (1.51) 也 有 解 . E vs 作为 入， 得 汉 边 值 问题 
(7.52) 与 (7.51) YT A— As vs 也 有 解 ， 这 里 va 是 满足 不 等 式 
(7.63) 的 某 个 正 数 , 如 此 重复 这 种 讨论 有 限 次 ,可 直到 和 一 工 时 边 
值 问题 (7 .52) 与 (7.51) 有 解 存在 . 这 样 , 就 达到 了 目的 . 这 样 一 来 ， 
我 们 就 建立 了 原先 边 值 问 题 (7.49) 与 (7.51) 的 解 的 存在 性 ， 即 证 
BT TW 

定理 YY 如 — 6 XT d& Fo, y, z, uw) yp EREA ID. 
2),8) F LA LAE (7.47) 5 (1.51) AUR E A CR ALLE EAE AE 


: dg3 


在 的 , 它 可 利用 连 负 性 方法 和 勾 关 通 近 法 得 到 . 

在 此 还 需 指 出 , 对 方程 如. 条) 右 端的 函数 POM, ORERE 
E 为 只 是 为 保证 边 值 问题 (7.47) 与 (7.48) KOREAR 
分 条 件 ， 它 可 以 伐 以 其 它 条 件 ， 只 须 能 保证 边 值 问题 (7.47) 与 
(7.48) 的 解 的 唯一 性 就 可 以 了 、 

在 前 面 儿 节 中 ， 阐 用 积分 方程 理论 来 研究 偏 微 分 方程 特别 是 
椭 风 弄 方 程 是 一 种 经 典 的 重要 方法 .正如 在 前 面 几 闻 的 论述 中 已 
经 看 到 的 , 这 种 方法 不 仪 能 给 出 定 解 问题 的 解 的 存在 性 证 明 , 而 且 
也 能 给 出 计算 近似 解 的 可 能 性 .在 两 个 自 变 量 的 情形 , 用 积分 方程 
的 方法 同 旺 数论 的 方法 相 缚 合 ， 更 夫 大 地 促进 了 对 椭 阅 型 方程 各 
3i grt wis»c, 83x -— -系列 的 有 EADE, MERR, DX 
有 理论 价值 , 又 有 不 少 实际 应 用 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 , 可 参阅 专著 
[26]. [27]. [28], [29] 等 , 在 这 些 专著 末尾 都 附 有 大量 的 现代 能 考 
文献 . 


$7. 分 离 变量 法 的 理论 基础 


在 解数 学 物理 的 其 些 问 题 时 , 分 离 变量 法 (也 称 w Fourier 7; 
法 ) 的 应 用 必然 导致 如 下 遍 述 的 含 参 数 太 的 器 微 分 方程 的 边 值 问 
题 : 求 参数 的 值 , 使 得 齐 次 方程 

O (z) X" 4- E(2) X'- Fa(a) X AX —0 (7.84) 
在 有 限 区 间 [a, 5] 上 存在 不 恒 等 于 零 的 解 ,在 这 个 区 间 的 端点 游 
是 齐 次 边 值 条 忻 
Ao X (a) + BX (a) — 0, 
AX (5) 4-B,X'(5) — 0, 
其 中 Ol) EG) fI F0) 都 是 区 间 [e, 6] FBo nS m, B 
O (s) «Oo0, Oy 是 常数 ; 又 Ao Bo Au, B 都 是 给 定 的 常数 ， 昌 
A2 4- B33- 0, A+ B2 0, 

使 边 值 问题 (7 .64) 与 (7 .65) 有 非 零 解 的 2 0L, 称 为 这 个 问题 
的 特征 值 ; 相应 于 这 个 特征 什 的 非 零 解 称 为 特征 汪 数 。 这 个 边 信 
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(T.65) 


间 题 通常 你 为 Sturm-Liouville 问题 , 我 们 简 记 为 S- 荆 问题 . 
Ji f8 (7.64) 2k 2€ E. s 的 一 个 适当 函数 后 , 可 以 写成 形式 
Apm E -aa Xw) tipla) X 6 —0, (T.66) 
事实 上 , 以 函数 oan RE 00.620, 得 
pO X"--oEX'--oF,X —XApX = 0, 
为 把 上 式 左 而 第 一 ,二 项 合 写 成 [pP(4) 革 ,必须 有 
(pO)' — pE, 
XX RE ORC XE pM- Ep EX BETE E A, TEEM 
uu E-QC' 
e(Q)--exp| ——À 
id pO — — p(a), p.'.— g(a), 即 可 把 方程 (7.64) 写成 (7.68) 的 形 
SX, H.E 59, EKA, 5] E, p(a) Ei ga ARA EEG: OR A, pia) 阅 
Po 这， pi) = 09270, XX HE p 与 po 都 是 常数 . 
Xu £k S—L mH. 求 方程 


da. 


EDO it-]- qr) X (22 o-Ao(2) X (2) —0, wE fa, 5] 
(T.66) 
BERIE X (E), 使 满 是 端点 边 信 条 
Ao X (a? 4- Bu X" (a) —0, (1.65) 


AX (5) 4- B, X'(b) =0, 


TE HL BL BE p (a) .Bp (2) a (2) 3H o Co) XE D ig] La, 6] EA xE iR Hn, 
pic) 2719770, po 是 常数 , o(2)2-0970, oo 是 常数 ， 而 常数 Ao Bo, 
A B 满 足 A2-- B0, AtB AO, 

x 4- X f& [B] BI REGE TEREE HER. 

1) xt BE [8)— RETE 2. 的 特征 函数 AX Qu) 除 常 数 因 子 外 是 了 叭 
一 确定 的 . 

SEXE B, EA m-e IEE ACH OBPSORRAE EG Xu) 与 
Xam), 下 而 证 明 它 们 在 区 间 [e, b; FA REX TETHOS ES, 

由 于 函数 Xa(2) Xu) dpud IEGR4BQO.80), RIE 


+ BA 


Ao X 4(a) + Bo X 1 (a) — 0, 
Ao X 5 (a) + Bo X (a) —0, 
而 A 与 Bo 不 能 同时 为 零 , 所 以 必须 有 
Ala) Xia) M 
Xa Xa] ^ 
就 是 说 ， 方 程 (7.00) 的 解 Xile) 与 及 (wm) 的 Wronski jj 9i 3 
XQ, X, | | 
Xi i 在 点 8 一 4 处 等 于 零 ， 从 而 立即 得 出 ， 苑 数 w 与 
XD EKA La, 四 上 必 线 性 相关 ， 
对 任意 的 特征 函数 X (22, MA 
X(s) -— D 一 
V | plo) X Ga 
ib HIE pO, fEUEL EL RICE ERE plz) 标 准 化 了 的 , Bu 


| p(w) X*(6)da—1, 
以 后 , 我 们 总 认为 特征 画 数 是 已 经 这 样 带 权 标 准 化 了 的 . 
2) 对 应 于 不 同 特 征 值 .2% 的 特征 函数 Xw. Xia (0) 是 带 
权 话 数 p(w) 互 为 正 交 的 , 即 满足 
| o(a) Xaa) Xale)dz=0, 
事实 上 , 将 恒等式 
(pX1) —9X4--pX,—0 
与 | (PXD -qXa--apX,--0 
分 别 乘 以 函数 工 。 和 瑟 ， 并 从 第 一 武 减 去 第 二 式 , 就 得 出 植 等 式 
(X1) 大 3 一 【和 大 2 二 (一 Xp 三 :1 王 3 一 站 
把 它 关 于 “从 “到 3 积分, 并 利用 分 部 积分 法 得 到 
[Ga D pX X adam (pX Xa pX) | 


E b 
- | pX: X, dæ+ | pXtX1dz 
=pl X10) Xa(5) — X2(000).X4(89)] 
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-pD [Xi(a) Xs(a) Xl X3(a)]. 
EL ze EFC .60), 上 式 最 右 端 为 零 , 所 以 得 到 
| Qa - AD eX 3X ada 0, 


, 
H 


但 按 假设 Ta s, 于 是 得 到 
| o0) X18) Xa(a) 一 0 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 

8- 工 问题 的 特征 值 和 特征 函数 是 否 存在 ? 特征 西数 系 是 否 有 
完备 的 性 质 呢 这 些 是 分 离 变 量 法 中 的 基本 问题 

下 面 利用 二 阶 微分 算 子 的 所 谓 Green 函数 把 8$- 五 问题 化 为 
等 价 的 可 对 称 化 的 积分 方程, 利用 对 称 方程 的 著 于 已 知 结果 , 即 可 
回答 上 面 启 提 出 的 这 些 基本 问题 . 

将 方程 (7.66) 中 不 含 参数 的 那些 项 的 和 记 为 

LOO 7 S no S ]- eo x. 

对 于 二 阶 微分 算 子 L, 下面 引进 Green BERE 

考察 非 齐 次 方程 


L(X)--g(2, (7.67) 
REHAR gu (a) 定义 在 整个 区 间 La, 61 E, 在 这 区 间 中 除了 一 个 
DARKE- 6, E+] ZIME IA, 此 处 是 区 间 (4, 部内 的 一 个 定 
点 , 570, HECERA E-se, 二 十 电 上 的 积分 等 于 二 ED 


N g.(m)dz —- 1, (T.68) 


34 e0 时 , 取 极 限 , 就 得 到 类 似 于 在 点 % 一 的 集中 力 落 数 . 在 这 
些 条 件 下 ， 我 们 假设 方程 (0.00 ELEZI (0.65) 下 存在 着 解 
sq. G2, $E LOT 60) pig XP e dE DECIR] DE — 8, é+ EET, 注意 
41 2s i (7.650, 有 


. ; "-pkb,e jite | 
pw.) -j gy (2 ds= —1, 


f£—Aa 
E uL 


当 8 一 0 时 , 设 Cm LIBER A y (m) , TERS 
Pr EJ E ]. 
y i&-0)—y(£—0)— UU») 
这 就 是 说 , 上 述 解 的 导数 yw) 在 点 za 一 处 应 有 第 一 类 间断 , ER 


KEEF 一 TOR 自然 ， 这 个 解 依 赖 于 区 间 Do, bbh A £ R93 


TÉ, 即 解 %( 们 是 两 个 变量 z 与 二 的 函数 , 记 作 C (m, i. RARR 
HH G, D ZU D de ih dk Ath.) T f$ Green id, 
Pih Green pg 2i] 88 Use Y. 
EX Và MADAT LELEA T.65) 下 的 Green H 
数 是 指 满足 下 列 生 个 条 件 的 函数 Go E 


1? 它 在 正方 形 R, {a< et) EERE 


27. 把 它 作为 变量 z 竟 函数 , ERKEL, $) 35, 人 内 有 到 一 
阶 的 连续 导数 , 有 满足 方 程 
L(G)-—0, 
35 它 作为 变量 二 的 函数 ,在 区 间 Do, 5] 的 端点 满足 边 值 条 
£F CC .65); ' 
4^ 在 正方 形 五 的 对 角 线 zs 一 :上 ， 它 关于 变量 2 的 导数 
G, 区 有 第 一 类 间断 , 且 适 合 条 件 : 


— (X — - 一 1 -— 

GE +0, £) -G,(£—0, £) P» 

GE, £4-0) - GG, £—0) - Tem 
DAL E > pÉ} * 


”最 后 的 条 件 是 说 , 对 于 正方 形 RENAR e£ 上 的 一 点 ,从 
BOB £e 内 来 趋 近 它 以 及 从 区 域 <g 内 来 趋 近 它 ， 导 数 GG, 
人 都 应 有 定 值 ， 且 这 两 个 极限 值 之 差 等 于 z. 在 这 两 个 区 域 
的 每 一 个 之 中 , 出 于 L(3)—-0, Ga, 各 关于 第 一 个 变 基 w 的 二 阶 
导数 Glw, DEAH 

pp) sls, 站 一 一 和 (人 (全 上 (Ge £D. 
办 而， 当 一 点 从 对 角 线 一 上 的 某 一 毁 趋 近 于 此 对 角 热 上 的 点 时 ， 
| 228 ， 


这 个 二 阶 导 数 砚 有 确定 的 极限 ， 

TB ES, SIE EXE IE SCR Green 函数 是 存在 的 , 即 下 面 的 定 

TETI X A—OGnGLdRAr4dh, p Gren AAAA, Bo 
一 的 . 

证 明 ERRAR LA) —O0 B — 1E ga (2), 它 取 满足 边 值 
条 件 《7 .65) 中 第 一 式 的 某 两 个 不 同时 为 零 的 数 作 为 初始 值 ya) 
Hyo, TA KHAA ye) 在 整个 区 闻 [Le, 81 LHE 
定 ， 且 不 恒 等 于 零 . 同样 地 ， 作 齐 次 方程 了 (他 1) 一 0 885—708 
ys Cm) , 它 了 芭 清 足 边 值 条 件 亿 .65) 中 第 二 式 的 某 两 个 不 同时 为 零 的 
WEBS ya(9)I ga (00. — 显然 , 这样 的 函数 yaw) 也 此 一 地 
确定 在 整个 区 间 [a, 51 E, 且 不 恒 等 于 零 . 

Bu, 函数 oy1 (5 和 aya (2) 有 于 任意 的 常数 Ci 和 Ca 都 满足 
方程 L(X)—0, 目 分 别 满足 边 值 条 性 (7.65) 中 的 第 一 个 条 件 和 第 
二 个 条 件 ; 又 解 oua (a) F oyle), 0; M cs 都 是 任意 常数 ,分别 到 
尽 了 满足 边 值 条 任 (7 .外 ) 中 第 一 个 条 件 和 第 二 个 条 件 的 所 有 的 
解 . | 

这 样 确定 的 两 个 解 poA gatw) 必 是 线性 无 关 的 ， 事实 上 ， 
如 果 它 们 线性 相关 , BD yw) —eyalz), vC [a, b], o 是 常数 ， 则 函 
数 yw) 就 会 使 人 .65) 的 两 个 边 重 条 件 都 得 到 满足 ， 从 而 :一 0 就 
是 特征 值 了 .这 与 定理 所 作 的 假设 相 巴 币 . 


2 fesa (o), 95 
3 d, 8) gm >É, 


我 们 选取 常数 o, 与 oo 使 得 函数 口 (w, 5) EA w—£ JE E SE 
的 , 而 一 阶 导数 Gl(e, £) 在 sw 一 56 处 具有 Green 函数 定义 中 的 跃 
Hr, 即 等 式 (7 .69) 成 立 . 这样 就 导致 康定 常数 向 和 65 的 下 列 两 个 
方程 ， 
Dv) 一 0agakE) = 0, 


ex (E) — os (E) = PI (7 .T0) 
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这 个 方程 组 的 系数 行列 式 

ya yaf) | 

"ACA, — yE) | | 
正好 是 商 个 解 护 人 2) 和 ya (2) B. Wronski 行列 式 在 点 4 一 上 的 值 的 
笛 值 , 由于 上 丁 忆 多 证 实 了 蓝 数 næ) H yw REE, 所 以 这 
个 行列 式 不 为 零 ， 因 此 ， 从.?7 人 9 就 能 唯一 地 确定 出 常数 什 o 


Os. 
注意 到 vsGOyi C — aA (9) 7 — 


o 是 一 个 非 零 常数 . 添加 常数 因子 《例如 对 解 轨 (区 ), 就 可 以 认 为 
PP AME ga Co) Ri ga Go M PR 
pæ Lg Cayo (3) — ya (21 1. 
这 样 一 来 , 可 从 方程 组 (7.70) 直接 解 得 
C1 — Ya D, e4— 9A (E). 
从 而 , 就 得 出 Greon 函数 Go, EY 
y C), («s 
Ql, D me, Gto. q. D 
不 难 直 接 验证 ， LEDACESSRUR G.TD 满足 定义 7.4 中 的 所 
有 4 个 条 件 . 
EITE Green 函数 的 存在 是 -种 构造 性 的 ， 从 而 也 就 保证 
T Green 郴 数 的 唯一 性 ， 定 理 证 毕 . 
从 Green 函数 (7.71) 的 形式 可 看 到 ， 它 不 仅 在 区 间 ataecb 
内 确定 ， 而 且 也 在 端点 =a.w 一 5 处 有 意义 ,因而 它 定义 在 整个 
正方 形 RE. ih 在 正方 形 RW, Green Bic AUBERGE. 


G(z,£)—G(f,02. (QE. T2) 
# T Greep pid Gie, £o i, 就 可 把 方程 | 
LX) =—f (æ), vE [ez b] (T.13) 


Er as AR 3983 ex A EE (T. DO ARE X Qa) HRD DARRAK, 3X 
里 了 Cw) 是 给 定 在 区 间 [g, 如上 的 连续 函数 . 即 如 下 面 的 定理 所 述 . 
Ei: 719 设 和 A 一 0 不 是 特征 值 , 则 方程 (7.73) 的 消 足 边 值 条 


: d3Q ， 


件 作 .65) 的 唯一 解 X (a d o X 
X Ga) ['GG, £f (a£ (T.74) 

证 明 方程 (7.73) 的 满足 边 什 条 件 (7.65) 的 解 如 果 存 在 ， 只 
能 有 一 个 ， 这 是 因为 , 假 车 有 两 个 不 同 解 的 话 , 则 它们 的 差 就 消 足 
SCIRE LE) 0 和 边 值 条 件 (7.65), 这 就 是 说 ,一 0 就 是 特征 
值 ， 这 与 题 设 祖 矛 导 . 

现在 验证 , 由 积分 (7.74) 所 定义 的 函数 X Co) WERTE CT T8) 
和 边 信和 条件 (?.65). 

由 于 Green iic G (o, ORT v H-E Glo, £) 具有 不 
连续 性 ,我 们 把 积分 (7.74) 的 积分 区 间 分 为 两 部 分 Co, oj] 与 [w， 
b], 而 得 到 

X (2) - GG, HO | Gt, oit. 
对 上 式 关于 aR, 得 到 
X= | Go, OF EE+ Gl, o0) G) 
+Ê 人 f EAE GG, +0)f 8). 
由 于 G(o, C x EHE, BD Go, s 二 0) 一 Go w 一 0), 所 以 由 
上 式 得 出 | 
X'= | Gæ, fiat | Guo, DIOE 


-| esce SEAE, (7.75) 


Eis (7.74) 88 (7.75) 以 及 Glo, £) 满足 边 值 条 件 〈7 .65) 这 一 事 
K, FERA QT 74) te EX ES BER PF. 
BOTOA s oR Si, 就 得 到 


x"- | Oslo, ES OAE 
+ [Gz(s, &—0) — Gs, w+0)] f (0), 
=. 251 - 


注意 到 条 件 (7.69), iih 
"auod rr, Jæ) 
X j, €, e (HdE pis) n 
ig (1T. 178) RE AGERET TS RIZ, 得 到 
WOOL fe), 

由 于 五 (90 一 0, 表土 式 等 于 一 f(z)， 从 而 由 积分 (7 OLI 
Ki X OREA TID, EHE. 

从 上 面 的 论证 过 程 还 可 以 看 出 ,由 公式 (7.74) ratto is 
X (a) 4E SAM Ca, 四 内 有 到 二 阶 的 连续 导数 . 

在 此 应 指出 , dn SR RR CX. Co) ie IC RE Lo, 打上 有 到 二 Brie 
NOME REGE, JEELUR Gh HA HE 〈7.65;， 则 就 得 到 相应 的 连续 
Bi 


fi--LGD. 

BEHEM 7.12 BuEHP AREAS, HéXkOX (n E AR OT. 14) f C) 
3E NU KL 

这 样 一 来 , 方程 (0.73) MARC. 74) 建 立 了 两 类 函数 之 闻 一 
对 一 的 相互 对 诺 , 在 区 间 [e, 5] 上 具有 二 阶 迷 续 导 数 且 满足 边 值 
条 件 好 .65) 的 函数 X. Ce) FR P. — 28s 而 在 区 间 [%, 四 上 连续 的 函数 
7 (w) 属 于 另 一 类 . 异动 方程 9.73), 由 前 一 类 的 函数 XT C) 可 得 到 
后 一 类 的 相应 函数 .六 ay; 而 按 公 式 人 .7 和， 由 后 一 类 的 商 数 Fw) 
可 得 到 前 一 类 的 相应 浮 数 X (2) 

现在 回 到 S—L 问题 上 来 利用 上 面 所 得 出 的 铺 果 ,可 以 把 这 
个 边 值 问题 化 为 积分 方程 事实 上 , 把 方程 (7.66) 改 等 为 

L(X) = —-Ap(a) X (2), 

则 按照 以 上 所 述 可 立即 得 出 , BATE A RT.65) 的 
问题 等 价 于 求 积 分 方程 


Xw) -x[ Gs, £)o() X (dE (7.76) 


的 连续 解 的 问题 , 这 里 G (x, D Æ Green EA. 
积分 方程 人 7 .76) 是 具有 连续 核 G (s, 5) p(£) 的 方程 , 它 不 是 
-232 . 


对 称 方程 .但 是 , 我 们 可 以 把 它 对 称 化 ， 为 此 ， 注 意 到 卫 数 p(w) 在 
区 闻 Co, b LERE, 我 们 将 o Gr) 乘 到 积分 方程 人.76) 的 两 端 
就 得 到 

VEX (0) =A | Gs, EMP PE PE X DAE. 


(TD 
我 们 记 K(w, =G, £) op, 
JE BMC 
e (2) = PX (a), (7.78) 
则 方程 (7.77) 就 可 写 为 如 下 的 形式 : 
pla) - MK (s, pE, . (T.19) 


显然 , 这 是 具有 对 称 核 (o, © 的 积分 方 条 利用 第 四 章 中 关于 
对 称 方程 的 已 知 结果 , 可 得 知 , 积分 方 释 人 .79) 存 在 着 特征 值 集 )。 
(一 二 2, e), 它们 都 是 实数 ,相应 的 适 征 画 数 系 (os) (n 
9，…) 是 正 交 标准 化 了 的 , 即 

1, j=m, 


b 
as PM 
由 此 , 注意 到 关系 式 (7.78), 前 可 得 出 原先 的 积分 方程 人 .79) 


的 特征 函数 系 f 开 .(O)) Xu) m DD (n-1, 2, — 是 带 权 
函数 p(w) 的 正 交 标准 系 , E 
fro X a) X «(2d ym, 

这 样 ,就 得 到 如 下 的 绪论: S- 工 问题 上 当 和 -0 不 是 典 特征 值 时 ， 

有 无 穷 多 个 实 的 特征 值 
和 

和 对 点 于 这 些 苇 征 司 的 特征 函数 Xam), X alt), tr. X.G), 
e VD X PARE ENORMES. 

JE EDDA EIE SOR (X G2) =l, 2, …) 的 全 体 在 
ESI LADPAIAALI LI 

= Pu - 


Bgl) 是 区 间 fa, 村 内 的 二 阶 连 续 可 微 且 满足 进 信 共 
件 (1.65) 前 任意 函数 ， 则 五 [gf 四 ] 为 连续 函数 。， 记 we) = 


EEZUICONE 
E ONG 
Ltg(2)] =- phla), 


XE Ae) EAA, WARTTA, 有 
ga) = | Gw, HOKEE, 


或 者 写成 Vog) = | K (s, E) o G^ dE 
由 第 三 章 中 的 Hilbert-Schmidt 定理 , Bie p(2)g (o) 8] RA 
称 核 E (e, 外 的 特征 函数 系 {p(w)} RFA AAA — BOE 


的 级 数 , 即 . 
v p(a)g(a) = È apla), (7.80) 


其 中 s (La pps (2) da | ga) o(2) X. (2) da. 
则 根据 变换 关系 式 (7.78), 式 (7.80) 就 可 写成 | 
g) = 2: g Xs (2), 

Hisce sila, 四 上 是 绝对 和 一 致 收敛 的 . 

“但 是 , 这 类 函数 g(z) 在 空间 le, 站 中 是 稠密 的 ， 因 之 , M 
NOR UX LG) 在 空间 Lla, 如 中 构成 完备 系 . 

RA, 就 得 至 了 关于 S-L 问题 的 又 一 结论 ; de X AR Ta, B1 

上 的 二 阶 连 续 可 往 的 任 总 函数 go 满足 边 值 条 件 人 .6537， 刚 它 可 
Ad S-L PAM S4 JE A AX (nel, 2, VAFAN 
— Holk dk 66 i 


gD = S o Xs (2), 


x* go | g(a) p(w) X (ads, 

在 边 信条 人 性 (7.85) rp 4520, Bo<0, A24 B240, 4,20, 
Ba:>>0, AHH BIA O 的 情形 包括 了 固定 端点 的 情形 (46=1, Bo-0， 
. 884 . 


À;-1, B,-0), B RU DOE. (A0, Bt, 二 一 0 Be 
由 和 弹性 支承 的 情形 (4970, B,— —1, 4,70, Bit) 等 几 种 数 
学 物理 问题 中 典型 的 边 信 情形 。 应 沪指 出 , 如 果 方 程 (7.66) 中 函 
Mir a2) 2-0, 并且 边 值 条 件 (7 .65) PERR A0, B0, At 
Bi 0, A50, B0, ALBIE, ， 则 有 了 工 问题 的 特征 值 ww(w 一 
2, eo PAEH, BEE KRA 
LOC) pv) X (o), 
以 函数 OX Lia) SEEL E STEGNS Bp, JEELORUCPHERE BK a 到 了 积分 
就 得 到 
A. — Px, (33 ECX dda 
-- f xo L8 [po 235 0.]- s) X.) da 
- [ipto (3959 Y eoo x10) lda 
— pis) Xx) Xi(a)] ^. 
EE EIPIE EE P UM 
M. [oco [ Xe T too xo Jda 
"VLA HEU BOR GGORM IDEM, 有 


an= -| Pol cei) l Aq) X2 ) las 


Tp) A4. X$(5) tp Ao Na). 
H TRR, 在 区 问 fa, 5] bk, piep, Qq(2)270, X A970, A 
7:0, 因 之 虱 有 和 >0. | 
特别 是 ,在 所 定 端点 的 情形 和 弹性 支承 的 情形 ,容易 验证 。 必 
有 A250. BIZ e ix S VH AE IE TS, SET LG Green eR dX Gm, é) 
一 定 是 何在 的 ， 
Bil 考察 方程 


y=0, ec 00, 1) 
Tix da fe yQ0; —0, g (D FAy (1) =o, 
. 235. 


并 作出 相应 的 Green pd, xx 8H. A70 是 常数 . 
EEF, RT LO |y" 作 方 程 久 一 0 的 两 个 解 ， 其 中 一 
个 满足 第 一 个 边 值 条 件 ; 另 一 个 满足 第 二 个 边 值 条 件 , 易 寺 得 出 这 
两 个 解 是 
yi(m)—m, ya) (üu0cTAÀ)—m. 
TEHER) Green H f 
14-À—£t 
Gv, 二) 一 1 M 
I TEC £e, 
ERAH, 所 有 的 特征 值 x EEK. FE A.— uL 不 难得 
H, Hn 由 方程 论 吕 十 ZU 确定 , 相应 的 特征 函数 为 0 sin pum, X 
里 常数 o 由 使 函数 标准 化 的 条 件 来 决定 , 
下 面 讨论 和 =0 是 5S- 问题 的 特征 值 的 情形 . 
ATESTER, 不 妨 假 设 方程 他 .66) pr o(m)m1. 3H 
XC E, 由 于 p(2) 29770, 我 们 引入 新 的 自 变 量 


t= [G3 
代替 变量 % 这 时 , 方程 (7.66) 就 成 为 
Om Om Ob =0, 
两 边 除 以 ow), 就 得 到 形 如 (7.68) 的 方程 


ar eor 2 e [n - 462- ] ar -o, 


在 其 中 仍然 有 Pa)p(z) 之 Bo>0, To 是 常数 ， 207 20, MAER 
t 的 变化 区 间 已 成 为 [0, tol, 这 里 
= 全 pfe)az. 
这 样 ,我 们 考察 如 下 的 S-L 问题: 
LOO =- |p SE |- a) RAT, (7.81) 


s, ví, 
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AX (a) H BoX (2) 0, AX (D) -B,X'(5) —9, (7.65) 
= A—0 是 其 特征 值 的 情形 , 这 时 , 齐 次 方程 DLOXO — 008 — 7I 
EMER (TC .66) 的 非 零 解 IX — o (2), 我 们 假设 它 已 标准 化 . 在 
这 种 情况 下 ,上面 的 定义 7,4 中 的 Green 函 燕 不 能 再 作出 。 因而 
要 把 Green 函数 的 定义 本 身 作 出 若干 修正 ， 

我 们 操持 着 以 前 的 关于 Green KA G, S) 本身 前 连续 人 性 ， 
它 的 导数 GG; DE e— E 处 的 第 一 类 间断 性 以 及 满足 端点 的 边 
ERIO .65) 等 等 要 求 ， 此 外 , YER HEP GG; é) ERMC, 
SSE ARRETA CR RETE DRE 

LIEFE, £)] 79o(2) o£). (7.82) 

如 果 p(w) 是 这 个 方程 的 某 个 解 , 又 满足 边 值 条件 C. 65)， 则 函数 

2(o) --ego(2) 对 于 任意 常数 e 也 满足 方程 (7.82) 和 边 公 条 件 

(7.65); 而 为 了 确定 常数 o 现在 我 们 引入 新 的 补充 条 件 ， 即 要 求 
PEE Ge, $5) 与 函数 pole) EZ 


[6G De(Dde-0, (7.88) 


方程 (i.82) 的 右 端 有 简单 的 物理 意义 如 果 % 一 0 是 问题 的 特 
征 值 , 则 在 频率 等 于 零 时 就 会 有 共振 , 因而 在 具有 集中 力 时 就 不 能 
得 到 有 限 的 静 力 位 移 , 为 得 出 这 个 位 移 ， 除 集中 力 外 ,还 必须 添上 
连续 分 布 的 为 ,这 个 力 是 由 (7.82) 的 右 端 表 征 的 ， | 

RAE Bud, gia LEH DX HEU Green p dv, dido 
Gs, £), 安 也 具有 对 称 性 质 . 

BOBO D AGERE IUS | MEE 
Llp Dp O o. e. 84) 
的 某 个 解 ， 又 以 ga Ge) RRA a L6 X) —0 的 与 i polao) 线性 无 关 的 

另 一 个 解 ; 并 设 pio) 与 goo) d E 


pi) [ooa ple) — Pap poe | —1, (T.85) 

aim) d- 6499 Un) 十 Capa b), TAE; 
i Gn, -| 7.86 
i (o, £) Ca) -+F eso Ge) -I-Gupa(m), >É, f ) 


d cica cs. cà Ou ERE, 我 们 按照 对 推广 的 Green Bi iU 
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要 求 来 确定 它们 . 
为 使 着 数 作 .86) 满足 法 值 条 件 (7.65), EARNER ges) 已 
满足 这 些 边 值 条 件 ,我们 得 到 两 个 在 端点 处 的 等 式 ， 
Aot (a) + Bab (a) -- es LAopi(a) + Bapi (a) ] ^0, 
Aq +t Bub! (D) Fes dg (G0) i+ Big (b) ] = 0. 
Ed P PERLE 和 (和 go C) HE 769€, 所 以 pa (6). 不 可 能 满足 边 值 条 
PEC .60) RES fg —- P, AZ, XX OL .BT) BR es 5 e. FURGICEPASIE 
2g 7E, Mfg BI I CC. 97) x Bf t HARÉ HEC ca RI ou, 
Aud bid Ge, 5) WEGE v—E bb iE S, PAA -HFA 


Gals, DER- ARAA — 3I [RI BT, KEN — r p 的 条 性 ,由 表达 


JA (T .86) 可 得 到 下 面 两 个 等 式 ， 
(01— Ga) po (£) + C09— 00) p3 (£) —0; 


(01 — Capol E) + C09 —04) pi (£5 — 


(7.87) 


MOR 
注意 到 条 件 (7 .35), 上 列 两 个 等 式 可 以 写成 
0 一 0 一 一 人 全) Campo). {7.88) 
由 人 .88) 的 第 一 式 得 到 
01703 —Qi(£), 
代入 范 数 上 .86)， 然 后 利用 对 GO, E BER TER EE (1.83) 来 定 出 
Lt ca, 从 而 回 过 去 可 确定 出 常数 61， 


这 样 , 我 们 就 按 推广 Green i CH ERE IB (0.86) 中 所 有 的 
TA NE Ci Ca, 0a, 04, 从 而 识 得 出 了 推广 的 Green 函数 (7.86), 但 是 ， 
在 此 过 应 该 验证 , 按 等 式 (7.87) 定 出 的 常数 es 和 64 必 满足 等 式 
(7.88) 的 第 二 式 ， 这 一 等 式 由 于 (7.87) 可 以 写成 
Aob ta) + Bop (a) n Ap OO + By (5) — po(é) 
Aga (a) 4- Bogpi (a) Aqupi (5) + Bag (b) . 
(1.89) 
下 而 来 推导 等 式 4 .89) , 为 此 ， PADS T MUSIC BID 


pow) LGb) 一 下 人 了 Po 一 T [p(a) (puli — pph] 
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沿 区 间 [Le,， 妇 积分 , 并 注意 到 了 (po 一 0 po 已 标准 化 ， 以 及 LGH 
— goo) p O 等 事实 , 如 得 到 


polE) — Lp (2) (ou -ypD3 |. 


—p(b) Loo (b) (5) — dos (5)] 
—p(a)[eo(a)u' (a) — tiap]. — (T.90) 
H TKR osa, 按 假设 ,有 
Aopo Ca) + Bops a) —0, Asgo(b) +Biphb)=0, — (7.91) 
此 外, 由 条 件 (7.85), 又 有 
p) [po (5) ei (b) — x (5) p06] —1, 
p(a) lpo lepila) —-gx(a)go(a)] —1, 
ME, RAFA 91 08107 .92) 定 出 gela) p) pa (2) pob), 
然后 把 它们 民 入 等 式 (7.90), 就 可 得 出 所 要 验证 的 等 式 (7 .89) . 
为 了 证 明 推 三 的 Green BE (7.56) 具有 对 称 性 , 在 区 各 Eo, 
bj] 内 性 取 两 点 £i Us, "REB BI T TER 
L[Gs, £19] -go(£43po(2), L[G(z, £3)] == po( £3) poa), 
JEU BER Gs, EDM Go, 6) 分 别 习 上 列 第 一 个 方程 和 第 二 个 方 
程 ， 把 访 得 的 两 个 等 式 相 减 ， 且 沿 区 间 e, b] 积 和 分， 注意 到 由 于 
Green 图 数 的 一 阶 导数 Gz(s, 自在 4s 一 5 点 其 有 间断 性 , 应 该 把 这 
个 积分 区 间 分 为 二 部分: Da, £3], £i, £2]. EEn 5], AR GO ED BT 
WEER XL TRLAR HF (7.65) 以 及 补充 条 件 (7.883), 并 应 用 恒等式 
Gs, £3) L[G (s, £1] — Gs, £1) L[G (s, é2)] 


一 {fp Gr) [G m, £s) Gm, £1) —G (m, £1) Gr, £3)] h 
就 得 到 等 式 


(T.92) 


(p (2) [Ge, EDGE, 的 一 Go EDE, £1) |. 
t {pO EGG, £L, E) - GG, E0GL Gs, 1| 
"T 
EHI, 1 EE CH ERE HS 


GG, £&) z (Éa, &). 
利用 推广 的 Green i Kc GG, 上 ,考察 非 齐 次 方 各 
IX) - - f), (1.98) 
这 里 的 了 Go) 是 与 wa(z) 相 正 父 的 已 知 连续 函数 ， 下 面 证 明 : Jy 
(7.93) 的 满足 边 值 条件 (7.65) 且 与 oo(Z) 相 正 交 的 解 是 唯一 的 , 且 
可 由 公式 
X (a) =| GG», FE UE (1.94) 


WO AE. | 
事实 上 ,假若 有 两 个 解 , 则 它们 的 差 应 满足 齐 次 方程 和 边 值 条 
件 , 因 之 它 度 具 有 形式 opole), e 是 常数 , 从 而 它 不 可 能 与 go) 
正 交 ,为 了 验证 函数 (7Y.94) 满 足 方程 3,93), 昭 前 一 样 , 我们 把 积 
HEKE [e 站 分 为 两 部 分 : Co, 21 与 [w, 51, ATTERRA HA 


LX) - | Le, DYOE- S) 


—ev(2) [e£ G)d£ — Ea. 


在 此 利用 了 f (2-5 po 他) EZ MU AR 
E FG) 是 定义 在 区 闻 [e 5]. 上 有 到 二 阶 过 娃 导 数 甩 满足 边 
18 c Pe (7.65) 以 及 与 m( 四 正 交 的 任意 务 数 , BE, EE 
fie =EL), 
就 能 由 公式 (7.94) dexk P GO. 为 此 ,只 需 验证 ， 所 得 出 的 函数 
了 (2%) 与 gol) 正 交 就 可 以 了 ， 囊 实 上 ,将 惜 等 式 


po 人 g) 五 (本 — F (8) L(go) 5 A. Lpa) Goo" — Fit] 


在 区 间 [2, DERS, ER Lp) 0, go Rt P SRELE 
(T .65), 就 立刻 得 到 qo (2) 3 f (2) BE de e. 

OH, XUPIAEMDEGURS EF GO, 由 积分 (7.94) MaE 
BUB 下 (四 必 与 go(w) 正 交 ， 这 是 因为 积分 中 的 GG DIR S 
函数 potw) 正 交 性 质 的 缘故， 

MA S-L iR (7.81) 与 (7.65)， 它 的 每 一 个 与 加 人) KEN 
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特征 函 教 , PATIR EIEE E ARR polo IEZ, Wi E, 
从 上 面 记述 可 以 看 到 ,这 个 边 值 间 题 除了 画 数 poh 与 积分 方 
B 
X (o) -X[ Ge Ox cod (7 .95) 
Sn. TE, 对 于 具有 二 阶 连续 导数 , W ELERTE.) 且 与 
ms 人 四 正 交 的 征 意 函数 ， 部 能 按 积 分 方程 信 .95) 的 特征 函数 系 展开 
成 绝对 收 伍 和 一 致 收 敏 的 Fourier 级 数 、 在 这 里 ,我 们 应 指出 , 由 
于 积分 方程 他 .95) 的 所 有 特征 函数 都 与 woto) 正 交 , 因此 ， 被 展开 
的 卫 数 与 peke) 相 正 交 的 这 个 补充 条 件 是 必要 的 ， 由 此 也 可 推卸 ， 
积分 方程 (7.95) 的 特征 函数 系 不 是 完备 的 . 
B2. 求 参数 入 的 值 , 使 Logendre 方程 
i (=a) $9 | ey 0 
自 有 在 区 间 [ 一 1, 11ROSERUE PERS AE. 
短 易 得 出 ,这 个 问题 的 特征 人 译 旦 
À, 7 n (n-4- 1), 
而 正 交 标准 化 的 特征 函数 是 
pao) = ZEEP.) (n70, 1, 2, 9, 
其 中 P.(2)J& Legendre 多 项 式 . 可 以 证 明 , HONOR (o. (2) HESE KK 
m. 
hm 0 是 特征 值 , 相应 前 特征 函数 是 党 数 ge(z) = án NT 
作出 Green 函数 , 非 齐 次 方程 人 f.82) 现 在 是 
d d. 1 
le-a Elz 
它 有 特 解 y 一 - 3 1g (1 一 4s), 对 应 的 齐 次 方程 的 授 解 是 


1 二 性 
l—z' 


CC 是 常数 ， 于 是 在 r= ti 处 保持 月 界 的 解 分 别 具 有 形式 
,241 。 


£1 1-69 Ig 


lae 3 1,14 21 — , 
gita) -lgi — gh 4 - Eq—,'9 5 g (1-2) +a; 
H 于 Ur = 一 a i 1 ' 2 
yalm) leil --g7) ! lg 1 -8 


= -Jig (1-2) B, 


Kha 8 是 常数 ， 我 们 选择 这 些 常数 ,使 得 上 列 解 在 点 4 一 WE 
转 ,并 与 pot) 正 交 , 由 前 一 个 要 求 得 出 
-iigü-5-a--lwü-548, 


于 是 可 置 o-—llg05oy B-—ladagü-0 4, 
这 里 是 常数 , 它 应 冉 后 一 个 要 求 即 条 件 (7.88) 来 确定 ,也 就 是 按 
条 件 | 
f GG, Dáz-o 
确定 出 y—1 1g? 
这 样 , 就 得 出 Green 画 效 由 下 式 确定 ， 
-igla-2 (+6] -lg2+ 1, wl 


GG E)- 1 1 
— gir) 0-01-1g2- 1, a£ 


这 个 函数 虽然 在 正方 形 -1« 7 <1 的 顶点 ze- -1 和 ze 
1 附近 无 界 ,但 是 只 要 函数 EER WRA | GG, DOE 


就 是 连续 的 了 . | 
每 一 个 在 区 间 [ 一 1, 七 上 有 到 二 阶 连续 导数 的 函数 六 (xz) ,如 果 


又 满足 与 golw) 正 交 的 条 件 | - FG doo, WERTEN OE RU 
系 paw) (noL, 2, …) 也 就 是 展开 为 Tegendre 多 项 式 的 绝 财 和 
一 致 收敛 的 Fourier t, UR Ja) Af ,f(z)aw~0， 
则 只 要 看 -一般 的 展开 定理 应 用 于 满足 所 述 条 件 的 画 妆 
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fii) - Gn - | fa 


上 就 可 以 了 ， 对 原先 的 画 数 Fe)， 就 得 出 按 全 部 Legendre 多 项 
AHRR, 在 其 中 也 包括 Peto) 一 常数 . 

最 语 ， 我 们 要 指出 ， 在 不 少 S-L 问题 的 方程 中 出 现 的 奖 数 
PD(w) 在 区 间 Le, 杂 的 端点 处 可 能 为 零 , 上面 的 例 2 就 是 这 种 情形 ， 
其 至 还 有 可 能 , RHA go EEA e, 所 的 端点 处 会 有 极 奇 性 、 这 
时， 在 这 些 端 点 处 的 边 值 条 忻 要 代 之 以 未 知 函 数 在 这 些 点 为 有 界 
RETE, 前 面 所 述 结论 基本 上 依然 成 立 ， 还 会 碰 到 在 无 穷 区 间 迟 
形 的 边 什 问题。 请 参阅 有 关 的 专著 ,例如 [86]、[31]、[3 民 等 。 下 
面 举 一 个 这 方面 情形 兹 例子 来 结束 本 节 . 

BI3. 在 研究 边缘 国定 的 圆 形 膜 振动 时 ,会 导致 如 下 所 述 的 
S-L ME: 求 参数 % 的 值 , 使 方程 

x"4 d. X (a ua )x-o 


qe 


有 非 零 解 , ERE 2 一 0 处 为 有 限 ; 而 在 %“1 外 等 于 零 , 其 中 加 为 
非 负 整数 . 

这 个 过 值 问题 的 特点 是 : 方程 的 系数 在 端点 2 一 0 处 有 一 个 极 
点 ,在 这 个 端点 ,只 要 求解 有 界 , 以 代替 确定 的 边 值 条 件 。 

所 方程 写成 形式 


E ex) has- vx — 0, 


相应 的 方程 DUX) = 0C ZRTE EORR an 与 2 (BLUE 00) 或 工 与 
lgz( 在 w=0 情形 ). | 

XE Groen 函数 时 ,在 端点 & 一 0 处 的 边 值 条 件 要 伐 之 芭 在 这 点 
为 有 眼 , 因 之 在 0sw<sE :应 取 mante>0 情 形 ) 或 cttm 一 0 情形 )， 
在 £m (B, MEX ew t ew "(2-0 JEDE Ek es Hea lesln=0 fi 
JE, GU dE x 一 1 时 为 零 , Mig eae") clgs. Ra, RH 
Green ARREA- MERE ei 具有 第 一 娄 间 斯 , 可 定 出 
常数 .ox HL os, EE, 就 得 有 Green 函数 是 
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EE- e] ssi | 
Gm, £)- i i y — (a£ »]. Pa (n0 iid 


RO Go, 日 -| Bn s (me 一 0 的 情形 0 
”把 边 值 问题 化 为 积分 方程 时 , 所 得 到 的 方程 的 核 是 
Gla, 5) VanE， 这 个 积分 方程 的 特征 散 数 是 
gi? (m 一 OA m Jue) 
RPI (2) 是 第 一 类 的 ren EA 名 是 超越 方程 7 (ue?) 
-0 HEH Gn -—1, 2, | 
在 这 里 , Green - GG. EHA, £) 址 于 正方 形 0< 7< 
1 的 项 点 (0, 0) 时 , AR RU ZI, 而 这 正 是 由 在 六 例 一 开始 及 指出 
的 它 的 特点 所 确定 的 , 即 相应 的 农 效 p(w) 在 点 % 一 0 为 零 , He a (2) 
在 w 一 0 处 有 极 奇 性 . 


T EURDESREPERDNHA. 


我 们 知道 ， dc BECHER BEAT IRR LN — AY- 
yz) 满 足 微 分 方程 
aTa) 
Rp E ERR IHE E: I ETE diis o 处 的 截面 的 局 性 矩 ; 而 
M RAER RAR E E05 P688. | 
HARER ERE APER RA, TEM 
—Py, 而 挠 麻山 线 的 方程 就 是 


i jp 9 4 Py—o, | (7.96) 


以 了 表示 棱 的 长 度 , Bor Bn PIE SERRANT KERES, Br 
EE REG. XR ARE: 
y (0 —y (I) —0, (7.97) 


id kc -各 ,方程 从 .96) 就 可 写 为 


A 3E) yo. 


以 GG, D Ses y Lon o (159) 在 边 值 条 件 (7.97) 下 的 


Green EAr, -pPdé FisiuféglEmES OT .986) 5307.07) gt 8 ffr ZI 
gu 
y) -a| &G, Oy(5)d£ 0. —— (0.98) 
这 样 , SEC PER DS Dl SE EE d£ ya) 应 满足 上 面具 有 对 称 核 
的 积分 方程 从 .98). 任意 取 定 力 P 时 ,和 一 -各 -不 一 定 是 特征 值 , 因 
市 这 时 相应 的 y(w) =0, 就 是 说 , 任意 取 压 缩 力 时 , -RRR E 
RIR, 只 在 压缩 力 P mE 的 情况 下 ,y(w) 才能 不 恒 等 于 零 ， 这 时 
ERS, Aet MB SEMI RE CR 
的 和, JEBU ATA (T 98) EAE 4. 
在 棒 的 横向 弯曲 问题 中 ， 重 要 
的 是 要 确定 使 榨 失 去 稳定 刚性 的 最 
ARY 一 一 称 为 临界 力 ， 它 等 于 
棒 的 弹性 模 量 吾 和 积分 方程 他 .93) 
的 最 小 特征 值 A. 的 乘积 ， 这 时 ,我 Æ TS 
们 可 取 比 真 值 稍 小 些 的 近似 公式 ( 见 第 三 章 ) 给 出 入 就 可 以 了 ， 


re anak. 


例如 ， 我 们 考 虚 棒 为 一 个 锥 体形 的 粮 界 力 河 是 .以 m6 和 
ro(1--9) (9770 是 常数 ) 表 示 栋 两 端的 截面 半径 ( 见 图 7.8)， 于 是 


VERE AE o 处 的 摊 的 裁 曾 半径 是 ro (1-1 7), XE RUBER EEN 


I- (于 十 am) 和 
其 中 了 AEREE ac. RULES NC 
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d d - - 22 ( 
A [itat E] 十 ANY 一心 mw my "T .99) 


TEREF 是 -| 0-no2)* SE | 在 边 人 条 件 (7.97) 下 的 Gre- 
en iJ Ge, 6). 方程 
Lf atat] EN 


有 通 积 分 y= t Tray 
其 中 o 与 ca 是 尾 意 常数 .积分 
| yıla) 二 1 一 NETA 
满足 边 值 条 件 y 一 0， 而 积分 
2 1 __ 1 
AD GE CT 


MELERI yt =0, 二 是 ,我 们 选取 后 当 常数 


1 
e Ba(1— dig 
就 得 到 所 要 求 的 Green pr 


1 1 1 ' 1 
pus arar l| uray -ta 
asni, 
(TU re LaFa Ca 
| Eos 


于 是 , JPERCT 99) XE VE A PE (7.97). 下 的 临界 为 问 题 等 价 于 
求 积分 方程 


y) ~uf GG, (s) ds—o (T.100) 


的 最 小 特征 值 问题. 
积分 方程 (7.100) 的 最 小 特征 秆 ja 可 按 下 面 的 近似 公式 确 


| | Ga, £)àaa£, 


计算 右 端 积分 是 初等 的 ， 但 较 烦 瑛 , 为 简单 起 见 , 我 们 限于 考虑 
当 g 的 数值 较 小 的 情形 , 因而 这 时 可 以 略 去 9 的 矫 次 高 于 1 的 各 
项 , 由 此 计算 得 

1 pfi. .329Y 


qi X90 45 
ATAUR P. 因为 太一 了 om 而 
了 一 YTA 
3 


是 在 4 一 0 外 棒 的 截面 的 惯性 矩 ,于 是 我 们 得 出 所 求 临 界 力 的 近似 
值 是 


P EM Blom— NI ET 90 FTo (1.1.29) 


49. E (1--39). 


车 设 g 一 0, MEM 在 这 种 情况 下 ， 所 求 
临界 力 的 近似值 为 
9.487 El, 


P , 


Pu 


"E Boi 35-73 Si 


w ETa 9.89TER, 
i3 un o" 


WEDE. 
上 面 的 方法 也 可 用 于 求 在 较 复杂 的 情形 下 的 临界 力 . 


2T. 


习题 汇编 
第 二 章 习 是 
I. HERRE paa Ra A i 
D e» 一 村 | ec bsec es 
D eG) SA [ rp ds =n 
2. HERBI EEI ANS AS ASR: 
D e) -af (-- De (s)ds oc 18x? — 9z — 4; 


2) p (m) -af se ptos ren. ZEN 
3. # Volterra 型 第 一 各 积分 万科 
PE) — 3 e "ors)dsf(r), 


并 写 出 它 的 解 核 , 其 中 天 是 实 常 数 ， 
4. TAA i Volterra 型 第 二 种 积分 方程 


D eG» - 8| eake- Se(s)dses e”; 
2) 9 (x) -f [1-- e—a) ]o(s)ds-9 x4 1, 
5， 解 下 济 各 温 化 核 积分 方程 (假设 和 不 是 特征 值 ): 
D pir) -af .ras 一 ce | 
D gir) -àf æ- ahpipplg= ps 
1 
D pir) -A[ pss 
D et» ca | seot)ds— F0; 
$5 g(r) -ai (sin æ- sin 9 (s)ds — fm): 
6) 9 (D -af Ctsin sin spss = 
6. VALUE: ARREA PUE 
erm 


P, s: A)R (S, 8) ex Tir, te DEG, DAt, 
7 REFS EHE MU; rut, MIA A BEER, BA T BRE T 
D eG) Af weGidimens 
D p E - A diras pcodsezts 
8) p (D — 3 (x5) p (a)ds— 
4) e (2) - [eos (7-25) (s)ds — cos; 
5) e) - [asocia 


6) pm (EY x [ cos *-pós)ds—f. 
8， 试 证 明 : 齐 次 积分 方 各 
| (a) A F " sin a- sin 2s +sin Br.sin 4s) p (s)ds 
只 有 Mis 
. RE OY jh DS — TA sv, 它 关 于 OX S EOSERNNIEOX 9 
上 有 s Als, 的 ， 它 以 革 神 规律 鹏 引 DY 5 MEEI A 4A #1 ^T OY 


TEB3 5 [737& vr OD RERE. 
10. Hj Frelholm 方法 解 下 列 各 积分 方程 


15 p(s) 一 f rsp(s)ds eu; 
2) pir -> [ cp(sYds— cosa; 


85 px) ap attip dau, 

ll. HE A RE Ke, S 的 尾 一 特征 信 ，p (rm 是 与 入 和 对 应 的 特征 函数 . 
斌 证明， A^ AE EO, 8) 的 皖 征 值 ， Ee 是 K aiT, 8) HRF À^ 的 特征 

12. 假 浸 积分 方程 EE, ff) EDAM 

eG», K Gs sypls)ds f) 
的 齐 次 方程 有 非 零 解 (n0. eo 9400, BD6dmERE FG ie TE. 
ILAE: AET X X2ERPE I'm. 上 列 积分 方程 的 一 般 解 可 已 吉成 形式 
po) =F) «f Dix, S)f ()dsd epi Cr) + et Cnn Q2, 


: 249. 


其 中 Cl, 775 CR 都 是 任意 常数 . 


第 三 章 习 题 
1， 对 于 Fredholm 积分 方程 组 GEHE K (x, y) WIS) WE f (2) 都 是 连续 
BI) 


eG) ef Kt, Wp dy Fs). | 
RER: D 当 参 数 |)| 适 当 小 时 ,上 烈 方程 组 的 解 (向 量 ) 9(z) HAA 
pa ef () HAT TE, vs WF dy, 


HRERL rE, y 3) 是 对 应 于 核 矩 阵 Ke, y) 的 解 核 矩 阵 ; 2) WEBB EE 
Iz, y; 为 满 是 下 列 一 组 积分 关系 式 


TG, s; e KG, WD +A EG, TG, y; t, 


2. 假设 Fredholm 积分 方程 组 ( 核 矩阵 X (m, 9) MARAR O 都 是 
Sm) 


o2) [ KG se Gdy- E) 


的 齐 次 方程 组 有 非 零 解 (向 量 ), 且 上 列 方 程 组 是 可 解 的 ， 斌 证明， 存在 广义 
BREET, y), AR | 


eG) f G0 TC, ors 
是 上 列 积分 方程 组 的 一 个 解 . 


第 下 章 习 题 
l. fj; 积分 方程 
IC) -A[ in 下 + 所 Z2s)p(s)ds 


AER FEET 
2. R PORE BUT ZEE ISVAETE BURNS GE 20 392, 


air 
D e) E splais; 
2 pm af sins sin sp(s)ds; 
8) eG) -A[ 2e*ttols)dss 
D eG) Aj sinzp(s)ds, 


950. 


3. AIA: 积分 方程 
e) Mf. (Gri — x2) (45? - 3s) p (s)ds 
没有 和 转 征 值 . 
4. SREEUF & SU TE 
1) oq = 3! Qr c ym e Coda 


D øm) = af (cos y eas Dg t cos Dr eo8 D pu dy, 

B. EE, 8) 是 对 称 核 ; 试 证 明 | 

1) EG, s) 0, ER n zRXRER ASQ, s) s&0; 

2) XE E (o, 2) T AB UE, AnA Ku Qr, 9 UR ADOBE. 

6， 设 入 是 术 Eal, D 的 一 个 特征 值 ， 那 末 3 入 mno RIS E up 
有 -一 个 是 核 KG, s) 的 特征 值 ， 

7 了 7， 对 称 核 下 fr, s) 38 Zn YR ES Koss (n, s) 的 所 有 特征 值 皆 为 正 实数 . 

8. iE Km, s) 是 对 称 楼 ， 试 证 明 : 如 果 p 是 再 (zt MI RE 
函数 ， 那 末 Qe) 也 是 Kx, S) HREAG RTE KEE, 5) 的 两 个 特征 
函数 的 线性 组 合 . 

9. 设 实 的 连续 核 Kx, 2) 满足 条 性 : 及 (x) 2) Ks, 9, 

1) 证 明 ; 它 的 所 有 特征 值 都 是 虚 获 , 而 特征 国 数 不 能 是 实 值 画 煞 ; 

D 讨 沦 它 的 特征 函数 系 的 正 交 性 质 . 

10. HFE E, 9) 利用 公式 区 Cz, e S O20 pg 
证 明 Hilbert-Sehmidt 定理 ， 

11. RA 

"i 
p) =2| Ets, 5)o(5)ds 


T-0-5, 243; 
E(t, = 


T —5), »z8, 


19. i£H Hibert-Sehinidt ZA AERTRAHZS MAJ, 
D e) -af EQ, sy p(s da—3, 
[BHI T Coss, X els 


其 中 KG, 


8)—1. 
? lgin seosz, Ts, 
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al 
8) ptr) EJ AK Gn, s)p(s)ds-- cos Za, 
ù 


F EPELE 
其 中 Kæ, D=] 。 
Am). aos, 
13. EPRIN 


i T, TES 
eG) - AR t. DPs, TG, 2-[ c 
ETHICS PIERS TE SC, HIRT AERA A 
po) - af AUG, spila yds = oos Zr, 
lt. 设 对 称 核 
(3 


el-e, Varsel, 


E (s, 2-1 
> one NO Bin kmr sin Kms 
us KG, cag ferm uem, 
Jt dbi SEL 

七 . 设 对 称 核 
3-9», Osca ye 


E, y= 


S9 y, Oams 
4 0m , 


试用 Lagrange 方法 求 它 的 最 小 特征 值 的 近似 值 生 一 2 或 对 这 里 , 可 取 正 
下 标准 系 为 
Pair} = l, pur)— 2 sin kmr (k=l, à, TES 


16. VOUARER 
, — Vrslns, (arasa l; 
Kc, $= " A/sx Ing, gsar t, 
WRR An Ae 并 由 此 决定 核 的 最 小 特征 人 恒 的 近似 值 


第 五 章 习 题 
1. f£ Freóholm 型 第 一 种 积分 方程 


f kz, "De(ydy—z(a r}; 


| sh o Bishi, Yr 
其 中 b, 站 一 全 o v 
ls suy —), Tu, 


323， 讨论 积 分 方程 
f. sn 54-y)g (dg — e 
的 可 解 性 . 
3， 求解 退化 掠 积分 方 E 
| (m eto dy we, 
4. CEU Volerva T AIZIR: 
1) | sin atm — Gy 1— eos (a. Bc 0 部 是 常数 


2 f^ sin ax —g) p (y) dg a (a d Ti CS 
2a Jn toG en -1 (e-90, 804p 275 $0 


4) [^e ean dum Go, f GO EG KE fO 0, 
5. stil 
1) 对 称 正 ( 负 ) 模 为 正 ( 负 ) 定 核 购 充分 和 必要 条 件 是 ， 它 的 特征 函数 系 
是 完备 的 ; 
D ANRA EE D 下 是 正定 (或 负 定 ) 的 , 则 必 存 在 瑟 数 GO, MR 
CK, p) =0. 
6， 求 解 积分 方 各 
oto ydy), 
HA E G2) E a BELTS, hO) JE Am 
T. 求解 积分 方程 
f | so 十 条 一 了 十 BG —z)? locat 一 3 
其 中 a, ar, aa BRER. 
8， 求 各 分 方 各 
Eae D ra, pts) i-o D 


的 解 ; 其 中 Til, s), Pt 5) 都 是 已 知 函数 ,了 (OD 也 是 已 知 的 。 


RAE MI 
i. 解 非 线 性 积分 方程 


PP 外 二 
PO TOT t 


ra a6d « 


3 应 用 注 次 通 近 法 说 明 积分 方程 


[e ypy 
eG [ceder Y 


内 有 和 零 解 . 
A. 求 下 下 符 积 分 方 各 的 二 次 近 人 已 解 ， 


| 
D e) 一 | Gu Loqo T oy 


2) 9G) setal CLezo DT dy, 
4. 求 积分 方程 
e(G)-eossz| te(gXTdg (oe 


ETE SI a bz? gyrdiieg, 
5， 求 积分 方程 


pp) 一 sinaz [p(T dy (Qux) 


的 形 如 av dbz? 的 近似 解 . 
6. 讨论 非 线性 积分 方程 


Po) =A oP +de Qe, ge) 


的 可 解 性 , 并 求 其 三 次 近似 解 ， 
7. 利用 把 非 线 性 Fredholm 积分 方程 化 为 等 协 的 非 线性 微分 积分 方程 
组 的 初 值 问题 的 方法 , 讨论 非 线性 Fredholm 积分 方程 组 


eG) -Af e, y, eddy 


的 求解 , 这 里 pir) 是 确定 在 区 间 asrab 上 的 1 维 未 知 向 其 ,参数 |X| 适当 
qs O7 D, (o, 00, 其 每 个 分 最 O9, y. aD, os o 00 ERRE ET 
FIEL RES, 


8 把 化 非 线性 Predholm 积分 方程 p) =A| D (æ, v, o0) dy 2 
价 的 非 线性 微分 积分 方程 组 的 初 值 问题 的 方法 , 推广 到 下 列 更 -- 般 形式 的 积 
分 方程 | 
PE), v, XM kt, v, pdy 


其 中 F, s, X) 和 kr, y, e) 者 是 其 变 元 的 已 知 男 数 , HUE F3, 
8， 利用 上 两 题 所 述 方法 ,研究 非 线性 Fredholm 积分 方程 组 


V Gr, pla), 3) 9X 6G, v, p(y) dy 
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Me dne A, 向 量 eO MAE PG, v, pad) 如 第 7 题 所 述 ， 而 
= (P. = PD 让 的 每 仿 分 量 VG, iG) i 9,00, M 者 是 其 所 有 灾 


THEARB, BEREM (J) B. 


让 


第 七 章 习题 

1， 求 以 常数 密 训 po 均匀 分 布 在 半径 为 五 的 球 过 上 的 电荷 所 产生 的 电 
场 强 度 及 单 层 位 势 . 

2. 求 以 常数 极 化 密度 wo DAARNA s=, v? r^ RT p BO 48 TR TES 
产生 的 观 层 位 势 . 

3. 求 具有 常数 电荷 密度 po 的 单位 球 所 产生 的 体位 势 ， 

4. AEH: 球面 是 一 个 Jury pos 闭 曲 面 . 

5. 设 工 是 -条 足够 光 袜 的 平面 闭 曲 线 。 斌 证明: FARE 


w= n z (45-99 ae fa) di, 


在 上 有 第 一 类 间断 点 ， 如 以 urCP) M aP) 分 别 表示 当 点 将 从 工 的 内 
部 和 外 部 趋 于 点 己 E 工 时 上 述 积 分 的 极限 , DD uCP) 表示 上 述 积分 当 OM 
了 PEL 时 的 值 , 则 下 式 成 江 . 
ur (P) cu (P) - mv CP); 
ug( P) —u(P)--ar(P), 
6. RIFISPTECRUZ DEOR [RIE E, CEXENECETE Laplaco H Dirichiet 
问题 化 为 相应 的 积分 方程 . 
7. 利用 位 势 理论 , 将 上 半空 间 区 域 的 Laplanoe 方程 的 Diriehlet 问题 化 
为 积分 方程 ,并 求 出 此 同 题 的 解 ， 已 知 在 平面 s 一 0 上 的 边界 条 件 是 


ulao =F iT, Y) Him fo, y)—0 (rix ryn. 


8. BIER% Fm, y, 0) 在 区 域 巴 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 试 证 明 : A 


分 
uCM) -||| dQ, 


在 区 域 D Vadé ETE 


e e e 
(D AT A Z aD = -4nFOD, 


o e M S O, Y Or Tur EAMA P ERREN. 
9. RA AEA 
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dii 1 ....1, 


(-3)- C39) 8) 
的 Green RA 并 将 此 边 估 河 是 化 为 积分 方程 。 
10. EQ fi] 


" Yay (4 为 参数 ); 


da? 


C3) C3)» s 
BEE PEAR EE v SR, JT UuEBH SERE p Ce HOUSE 835. 
l1. Hj Sturm-i;iouvilie 问题 


[S C) (e Dern 
KOAR y (D) —0, 
EARRA HR SR TEGERE n ET Boses pj Ju (nis) (m—1, 2, …) 全 体 
ARPE rÓQIESEGA,QGXOHB pO Enp) Bessel QGÉJA QUE mo] X. 

12. RER A E ayas 财 曲 面 oO 所 图 成 的 ， 

D) iH: 边 值 问题 


Ou , Cu, wu 
[5 PT cA MS 0, 
&| 52770, 
83 BEI RHRE e RC BLE SE SE 3 


D AKRA QW oO EARRA, JEU) EX R PAYS E ES 数 
所 满足 的 积分 方程 . 


"2G - 


附录 A 线性 积分 方程 的 数值 解法 


考察 形 如 
y(t) = fo xa, Sy()ds (a«t«b) (A.D 


的 第 二 种 Fredholm 积分 方程 , 其 中 f (0) 是 非 齐 次 项 ,下 G, 9 是 
方程 (A&.1) 的 核 , 区 间 [e, EARR, 对 于 许多 重要 的 实际 应 用 ， 
它 也 可 被 了 解 为 二 维 或 三 维 空间 中 的 基 个 适当 的 区 域 ， 函 数 空间 
一 般 是 取 为 连续 函数 空间 Ols, bl, REDANA R E H LaLe, 
b], 它 的 选取 取决 于 特定 的 积分 方程 和 特定 的 数值 解法 . 最 常用 
的 是 采用 Lagrange SHAARE. 这 里 主要 介绍 的 就 是 D. H. 
Sloan 在 «积分 方程 杂志 1980 年 第 二 卷 第 8 期 上 发 表 的 文章 . E 
如 作 考 在 该 文中 所 述 的 ， 先 前 比较 有 用 的 数值 解法 的 研究 结果 还 
及 . E. Atkinson 等 人 的 著作 ， 这 可 参阅 1980 年 美国 出 版 的 
“The application and numerical solution of integral equa- 
tions" 一 书 中 的 有 关 论 文 ， 可 以 说 ， 这 里 介绍 的 内 容 ， 是 关于 
Fredholm 线性 积分 方程 数值 解法 的 新 结 梁 . 

类 似 的 方法 也 可 应 用 于 讨论 下 面 的 第 一 种 Fredholm 积分 方 
程 


f'ka, Dy(5)ds-f(.)  (a«t«b), (A2) 
的 数值 求解 (参阅 < 应 用 科学 学 报 >, Vol. 3, No. 4, 1985), 
上 述 这 些 讨 论 , 者 是 在 假设 方程 笠 在 唯一 解 的 情 次 下 进行 的 ， 
同时 还 更 求 fO. y00 属于 我 们 所 考虑 的 基数 空间 , 积分 
Ky- | F(t, Sy(s)ds (a«i«b) 
也 属于 同一 空间 , 并 和 且 是 这 个 空间 的 线性 紧 算 子 ， 特别 对 于 第 一 
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HAEA. 2D, RAT Ky TE EU, 则 方程 (A.2) 的 解 可 能 是 不 
稳定 的 , 因此 讨论 它 的 数值 解 , -一 般 都 假设 在 紧 集 上 考虑 才 有 洋 际 
意义 (请 参阅 本 书 附 录 B. 

为 移 造 近似 解 的 氨 反 格式 简便 起 匈 ， 我 们 一 般 取 有 限 数 < 与 
bM a—-i,b-—i, TRET, SHEETS 


Et de: Q,0 a5 rib—a) 
i 3 3 4 


名 可 达到 要 求 . 

现在 我 们 分 别 介绍 第 二 利 方 程 和 第 一 种 方程 的 数值 解法 ， 应 
用 Lagrange EMRA IE, 构造 这 个 近似 解法 的 迫近 格式 ， 并 及 
理论 上 证 明和 近似 解 序列 的 收 误 性 和 误差 估计 . 


$1 应 用 多 项 式 内 插 法 解 第 二 种 Fredhoim 积分 方程 
设 有 第 二 种 Fredholm 积分 方程 


"ORO zs K(sygs)ds GELL, 1]),. (A.8) 


其 中 非 齐 次 项 fo 是 定 关 在 i 一 1， 世上 的 连续 函数 ， BEG, 8) 

EER, 也 可 为 能 奇 竹 的 . | 
ATRAER KE 39) ,通常 又 休 以 ERIR 
K(s-—h(,s)mü,s, (4.4) 
xk Em (f, s) 是 变量 上 sE [一 1, 17 的 连续 函数 ,总 人 DES dE 
HJ, 如 可 取 为 

lg|:—si, it£—sl*, a7 —1,08—39- Britmi. (A.D) 

更 一 般 地 ; 有 | - 

| K (i, 3)— e, STE, Ò, 5 €(A.0) 


其 中 mtf, 3) 是 连续 函数 ,和 上， s) 是 弱 奇 性 的 . 

BBRA AG, 3) RE— BERE f A ER CIC, 9 M UE 
面 的 两 个 条 件 ; 
| 858 * 


(i) su op f MAC +t, Dj’ ds 00, p>1, CAT) 


£€|1—1, 1] 

Gi) lim | JAG, 9 —A(«, s) |ds—0, a€ C-1, 1], (4.8) 

ERG) QD V, BEMEUEBEBUO CT 

Kyl = B K (t, 99y(G)ds 一 | RG, amli, sS)y(s)ds 
在 连续 函数 空间 C-L 1] 中 是 列 紧 的 ， 即 它 是 关于 YEGTI 一 1 
1 的 全 连续 算 子 . 

又 设 方程 (A .8) 的 齐 次 方程 只 有 零钱 这 时 对 任意 前 自由 庙 
f(D, 非 齐 次 方程 (A.3) 都 有 唯一 解 ， 于 是 由 (人 A.3) 可 得 . 

y—I-K)'f, 

其 中 工 是 便 等 算 子 ，(T 一 K)O Rue OD, 切中 的 线性 有 界 
ET. 

MERRE SERMEK LE m, Dy), KAR 


UetfmrrreB 点 
Ai 1 


$4760 — ——mw (lin) (A.9) 
. ATL | | 
» l 
Sm = COS t m (lwxéwm), CA.10) 


构造 迫近 数 加 ， 对 给 定 的 vyEU[ 一 1, 1], E Pay 表示 级 小 于 
n -的 唯一 多项式 , 它 满足 
- Pay Sa) = mA wis), 
ix Pay 是 Lagr ange 多 项 式 


Pays) -T Basis 00 (A ..11) 
1^1 
其中 
las) 一 (ss, 3G- -8, DE : (8— Spa qii - Sg, "DI (8 Ss.) 


(Si — š nK Sni 一 Sago IC m TCR 1 XS m Sic) I — $29)" 


JEA, Duis) AEVO n EE — DX, E. 


1, i=j 
T (sy 一 5 -人 
mn) "| 0, itj, 
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将 以 上 表达 式 应 用 于 方程 (入 .3), 把 变量 t 作为 参数 , 并 记 
bils) bis, 8) —m, yC), 
于 是 有 
Pb) 2 3 Lab (s) =D Iu C8) Blt, s) — (A12) 
H 8-8, 时 , 有 
Pb, G4) =D, s) mm, sg 89). 
BEEBI, RARA .和 的 积分 方程 (和 A-8) 可 用 下 面 的 近似 
方程 
加 的 一 /十 | ht, 9 Pong.) (ds, t€ [—1, H 
(A.18) 
来 迫近 , 且 关 于 一 臻 地 成 立 
lim y, (5) =y (E), 


73 yO My 分 别 表示 方程 (A.3) 和 它 的 近似 方程 (A.18) 
的 解 . 
在 实际 应 用 中 , 近似 方程 (A .13) 由 于 (A .1 人 又 可 写成 


y. (0) m F5 + Em (DeC, sys (S4) (EEEN), (A.14) 
其 中 权 
ww) m [' BG, FeG)da <in), — (A9) 


由 此 可 见 ， En RECBGEJASCER Rr A C5, a) 被 适当 的 处 理 后 ， 权 可 以 
用 适当 方法 求 得 , 从 而 , 由 后 面 的 讨论 可 知 , 近似 方程 (A.18) 就 归 
箔 为 一 个 代数 方程 组 ， 从 而 方程 位 .有 二 用 数值 方法 求 得 近似 解 ， 

SL uc dr SE TE E M F: 

定理 1. #70 Hm, OJEERSEPREE, EHET p>1, k, 
s) 同时 满足 条 件 A.D 和 (让 .8)， 风 对 足够 大 的 %， 近 似 方 程 
(A..18 ) fede E — H XESERE ya 0) , H4 noo 时 ,加 人 一 致 收效 于 
gQG). 

证 明 HR XIDLZ RE CA 18) fj i 
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yum f +K s K,g-|. h(t, D P. (mg) (ds, (A.16) 


可 以 证 明 K.g 是 把 空间 O[—1, 1] PERSE EFFI AR PER AT, 
而 且 是 关于 %% 的 整体 紧 算 子 。 Wie RPSMA- TATE A 
的 重要 结果 ， 即 对 于 以 Venen A (A9) 3; CÀ.. 100. 为 插值 点 的 
Lagrange 多 项 式 , 当 g(0 EOL 一 41, 1] 时 , 恒 有 


lim | Pag - g| ,— lim IS | P.g(s) g (8) |? a-e) ds] 
—0, (AIT) 
TOW T4HEXGEXEgdpR3L. A el 表示 带 权 五 RSS 


i 
lsle-[ f O irae sas", 


相应 的 空间 记 为 Co[L 一 1, 1]. 
HIERHER H, Pg 是 一 个 映照 Banach zs [B] OT — 1, 1] 到 
Of 一 1 ,11 的 线性 有 界 算 子 , 旅 存 在 正常 数 六 ,使 得 
|. Pega M igl, gE CU—1, 1]. (A..18) 
特别 当 g(s) —b.( — 5, 2, i ARLA, fHiE 5G, S 是 同 
时 关于 £. 的 连续 函数 , HHTCA.18)48 
[Pabel SM | bl, 


Sap, HP o M BB, (A19) 
其 中 lel= sop [ai= sap |5(, €]. 
5X5. 由 (入 .17) 得 知 , 对 于 固定 的 二 有 
lim| Pb 一 zj 一 0, £C [—1, 1]. (A.20) 


现存 进一步 指出 , (A 200 X p $ d - SOR, PTUS 
lim SUPR | P4 — bila= 0. (A.21) 
这 是 因为 
LP. (bL — bi) [RM | — be | <M sup, EG, 8) —6 Ct, 8) |， 
注意 到 50, s) ERRATE t s DEA, WAER R s> 
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0, 存在 8—0, 8 IRIK n, ERE I 6, 0,08 |£ — 6| ROB BLU 
|.Pub; — Pobre e, 

换言之 ， 序 列 Pab 是 一 全 等 度 连 续 序 列 ， 它 映照 空间 OL 一 1, 1] 
8jC.[—1, 11， 我 们 知道 , 股 照 一 个 列 紧 的 度量 空间 到 另 一 个 度 
量 空 间 的 等 度 连 续 序列 , dicun doc E dE— SUC, BL (A.21) 关于 
i — S HRS SE. 

此 外 , T A, 5) 还 有 这 样 的 性 质 , 即 有 

lim sup bp | RG, RGE, s)|"ds—0, — (A.22) 

RER ARLA .六 保证 了 A 一 h(t S ELLUL, 1] 349—9 & 
数 i 的 成 立 , 太 表示 一 个 空间 [一 1 118) LEL, 的 连续 映照 ， 
显然 ， 从 一 个 紧 的 度量 空间 到 另 一 个 度量 空间 的 连续 映照 必 是 一 
BOER, AE (CA. .22 自然 成 立 . 

E TEH Kug dk C[—1, 1] 上 的 有 界 紧 算 子 . ESRAR 
YE, 应 用 Holder KFA 


号 an<(|elaey (| olean)", 
这 里 du=(1—s) -二 da RA 
mp |f- RG, Po (meg) (as| 


= sp |j. ESPD OI faa 


1 到 [一 


HE.gl- 


ap [f Be 9 raaa] 
[F Pann 1-9) 3 as] 
ed Pup Palmu) " (A.. 28). 


TIME 


1 
"i $ 
其 中 d= UP |j -1 AG, s) |^ às] <, 


联系 (和 .19) 式 , 又 得 
* dij 


LE gm AM [m "lol. (A .24) 
BERA [K.g—Kg|«A sup, | Poleg) -mgla 


于 是 由 (A.21) n[ AI, 24 n— co Bf, 上 式 右 端 政 伊 十 零 ， BE Kag- 
sies p Kg. 

最 后 指出 第 六 集合 {下 ,} 是 整体 紧 的 , Wa 

S—IK,g, nmi, gE B) 

在 O[-1, 1] PERAE Hob B d£ O[— 1, 1] 中 的 闭 单位 球 ， 

事实 上 , 由 (入 .24) 知 , S 是 整体 有 界 的 ,此 外 对 任意 的 UE 
[—1,1] f09€ B, 

| K.g(t) — Kg) | 


- |f. [A (t, S) P, (mig) (S) — b, s) Pu (norg) (3)1ds | 
INC 8) LP, (4g) (S) — Pa (meg) G)]ds| | 


t | | 人 9AE, s)1P, (meg) Ce) as| 
« A| P, (mg) — P. (meg) 


十 I |h(£, s) AQ', 8) pqs] | PsComg) le 


| 1 ? 
« AM |m,— mi] -t- M [jo iB AC, s) —AG^, $l?ds| ， 


而 上 式 右 端 是 二 的 连续 函数 , 且 在 [一 1, 切 上 一 致 连续 , 故 对 任意 
的 >0, 存在 人 >0, 8 与 无关 ,使 当 ]6—21 5 时, 有 

| —O [Kg (9 — K.g CO» <e, 
B] E.g 又 是 整体 等 度 连 续 的 , 因此 根据 A vzelà—Ascoli 定理 ,有 是 
紧 的 , 即 K.g 是 整体 紧 算 于. 

基于 上 述 结 果 , DEEE n 和 正 数 o WEIHER n> 
fto, 近似 方程 (4.18) 有 唯一 解 Ya 并且 

IK «ec 
Hxc. TEHE 
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yo FER n y— ft Ry, (A .25) 
得 到 ys— Ky, y — Ky, 
Va — KE, [C7 Kyty— Ky], 
yy TK. E,- EK)y. 
由 此 , 有 


[gy y [S — E, 1E Eg - Ey soy- Ky, 
(A.26) 


因此 , no 时 , LE ERÜEOCTUE. EH 1 得 证 . 

基于 这 个 定型， 我 们 就 可 以 用 近似 方程 人 已 .13) 或 (A.14) 来 
求 方程 (和 .3) 的 近似 解 ， 自然 在 (A.14) 右 端 出 现 的 加 (ss) 预先 
是 不 知道 的 , 但 在 置 1 一 sy (Lj n) 以 后 , 我 们 可 得 对 于 这 些 数 
量 的 一 组 ww 个 线性 代数 方程 

> [By — Hmi (s) M Bn, Sa) gn Sm) —f (S) — (legem. 

(A.27) 

上 式 给 出 了 一 个 较 方便 的 方法 , 以 求 近似 解 y. 3E [.—- 1, 1 内 的 
任意 点 的 值 的 内 播 公式 ， 

权 Wm CE) 的 决定 ， 还 可 通过 引进 Tebus 多 项 式 邑人， 
T',(cos8) cosj0, 使 得 对 于 取 内 插 点 (4.9), 有 


Ial) m 2 S T ()T (s), 
相应 的 权 (E) 为 
TORES a ty (s, (A..28) 
这 里 和 号 IV 表示 在 和 式 的 第 一 项 只 取 它 的 二， 
对 于 取 内 插 点 (和 A.10)， 有 
ws H) = 28s "Sy aug) T (s), (A.29) 


opm m"dagG— «Us HERRENE R 
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B. Bem. Bal (Don 1), 
又 ,在 这 两 种 情形 下 , 均 有 
as) - re, sYT,(s)ds, ($2-0). (A .30) 
3x Ri-— v5, AIE EA UT 7748 Tb A E AUR dai uS CAL 2T) 来 
求 各 分 方程 CA.3) 93 LR, HEEE 4538 e 的 不 断 增 如 ， 这 近似 
解 也 全 来 您 接近 于 真 解 . 


$2 应 用 多 项 式 内 播 法 解 第 一 种 Fredholm 积分 方程 


考察 第 一 种 Fredhoim 积分 方程 
NIC s))y(s)ds—f (D, t€ L—1, 1], (A.81) 


KENE KG, 8) 及 自由 端 了 人 0) 的 假设 和 第 1 节 中 的 假设 一 样 
也 可 同样 取 内 插 点 为 emen 点 (A.9) 和 (A.10)， 并 引进 Jag- 
range 内 插 多 项 式 (和.11), 于 是 对 积分 方程 (A.81) 可 以 构造 如 下 
的 近似 解 序列 
ye) m (D M FO) — EE, ys Gods], S3 0, 
(A.. 82) 
BE, E nE) — Soli v(D, RI y (D. 便 是 方程 (A.31) 的 解 , 因 
此 ,我 们 同样 可 以 考虑 用 乌 下 的 近似 方程 
Yna ATSE S b, s) P. (mys) Cede], 
(A .83) 


ORSOESIEIO 


-[ AG, D $3 «Gym. syed ds | — (A.34) 


来 追 近 积分 方程 (A 31), ABEREA 24 ECL CBE, y. 0D. -- 390 
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SUTJ FRCA.9D fie, SIUE 

E2 PSG) Mmt, 9) EEE AR, AO, 9) $1 i 
(A.T) 5 (4.8), HZPRESCA.81) 存在 唯一 的 连续 解 y, fen 
(A..83) EE CA .8 人 次 定 的 近似 解 序列 人 按 Lali, 1) (p 1) 
Bg yd gm eX-D uoo, 特别 是 ， 若 适当 二 选取 人 参数 和 %， 则 如 使 得 
yat) — ERME SRI yE), 

证 明 ”出 下 节 知 积分 算 子 

K,g-| ^a. s) P, omg) (sy da, £C [—1, 1) 


关于 g€O[-1, 1] 是 映照 连续 函数 空间 Of 一 1, 1] YE HI 8E gr 
AER T, HNT Kg 也 是 上 映照 空间 C[ 一 1, 1] 到 自生 的 全 连 
SAT, 且 不 难 推 用 ,对 一 切 g(0 € O[—- 1, 1], FARZ: 


lim, K,g -.K gio—0. (A.85) 
现在 , 我 们 将 近似 方程 (下.33) 简 记 为 
gp 一 go FACF— Eu), T= Ky, (A .86) 
于 是 有 
(I-AK yS yt (I -AK)y, . i (å .87) 


在 上 式 两 边 作 用 逆 算 子 0 R0 7, 25 n REBRE, 有 
SEKD SM, 


于 是 , BECA 37)18 
Yay UAE a) gag) AE ALE n Kg, 
(A.88) 
进而 有 估计 式 


1.32 — (XE, ym ho 
SAAK etA ICE E yllo 
<JAMI EK. Eoylco0 (n>), 
或 写成 
| lyna y AR o nD loo (n=),  (A.89) 
EFI, BE R yna O ALAE n0) — (05) E 
[—1, 1] E— El r 
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其 次 ,证 明 yu) SE T n e 的 范 数 一 致 有 界 ， 若 不 然 , 必 存 
在 一 子 序 列 ， 不 妨 仍 记 为 名 (但 ， 有 | 加 一 oo (n0), 38 ELES 
Isle BR CA ST? TUI i, 得 

Hn nB CO AK, (4 ^ 了 了 0 -ec CÁÀ.40) 
HX ti. ul 
"OR ni- i, 
SE, g. CO TEE e ER SUR JE, BO n Eki, 存在 充分 小 的 
正 数 5, 使 得 
1--8«l gc 14-8, (À . A1) 
这 样 一 来 , Jé 8 SURE R, 放 存 在 着 guo SEDCSICELBEOACSECT: 9, 又 因 
{gar 边 O 的 范 数 一 臻 有 界 ， 浙 以 了 及 推出 fz Ep qoos d 化， 
其 中 名 是 菜 个 大 于 1 的 数 . 
以 下 进一步 证 明 Kg. BRAT Kg. 
我 们 用 | d, 表示 函数 在 LiL, 1] 中 的 模 , 这 时 有 估计 式 
| ugs, E e|, IE E. E ganlo | X 9. — Egis 
«LES T Kidglot]Ku-3». 
(å .42) 
注意 到 {gn} 的 一 致 有 界 性 和 等 式 ( 熏 .35)， 于 式 右 端的 第 一 式 收 
SEE, 同时 由 于 五 是 OL 一 4, 1j 中 的 紧 算 子 ,自然 在 Lv[ 一 1, 11 
中 也 是 紧 的 , MA 19, — 91, 0 时 , E 09, — 9) 1,0, 即 下 式 成 
M. 
(Engu -Egl Qo). 

XB K.ga Æ OL- H, 1) 中 是 整体 紧 的 , g 是 一 致 有 界 的 ， 
故 E, 在 [—i, 1] E—3: B 8g, BEX Ly Hir i 于 Kg, 故 
K ngan ENF Eg, 

FJET ERS CA . 24) 90(A..98), 有 

[onde ynhat A] AM m] yhet 1A Lf o 
即 (arlo CL [AJAM m dn lot 18] * lo 
à AOT + 


办 此 LU. 5e 4- [X] AM |o]? ur ilhe, 


而 假设 jy lene, KLU n RARR, 有 完 分 小 的 8770 存在 ,使 
得 


1-—-|XLAM,m[ —8« le le i+ [A AM ml +, 


EU, 我 们 已 设 原 疗程 站 在 唯一 解 ， 二 式 的 极限 同 锡 无关, Bp 8 与 
A 都 可 取得 充分 小 ,所 以 
lim eene 1 (A .48) 


mm — vyslec 
HEIC X, AL CA.-40) 3143 g-EXK g—g, Kg—0, 进而 由 解 的 唯一 性 知 
g(5-0, 5^, igale X EXER CA.40), 这 是 了 矛盾 的 . È 
UEHB Y pO BOO 的 范 数 关 于 mw 均匀 有 和 界 ， 这 样 又 及 (EL 
L—4, L1], yn f£ L, HERRAT VOD. T Ae RAE E I BI 
论证 , EE EE 
EUM Ky|,-—0 (m>), 
于 是 由 (和 .87}), 又 有 
Vo, hE n a, — Yn — ^K y, 
4 n,—o00, 得 
y—AME'—y'-AEy, K (y*— 3) —0, (A .44) 
EBRE 区 g 一 0 DURATA, Ey" (my. 
换言之 , 我 们 证 明了 近似 方程 (A.38}) 或 (A .34) 的 解 y. (DO) dE 
by 的 范 数 强 收 钱 于 原 方 程 (& 81) RE v0). 
ik, TEXCUUCY-  — KK 7 的 模 的 上 上 界 于 一 般 又 是 依赖 
于 参数 A, rip M, 这 时 车 适当 选择 足够 小 的 和 ,使 得 
| G—A&,) lo M,, 0G<M,<1, (A 48) 
则 由 {和 .38) 可 得 估计 式 ， 
Q — MO ly, — yox Millau — 如 | 十 LESER UE. -Kyla 
(A .46) 
而 Yari m SAK y Kap) m Af — Kun), 
H Eayn ERAJ, ETIES] yaoi ws dE O dou. 
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根据 前 已 证 得 加, FeL.OU DONNE A, MO Yaa uu, — SUR SCT SE, 
TERIA ECA ,46) 推 得 
G= Mey (n>), 
即 
ly, oO — (nico. (A AT) 
{tmt 使 得 yu 一致 收 敦 于 # (六 ， 换 言 之 , 列 紧 的 连续 函数 序列 
{yr} 的 任意 子 序列 部 一 致 收敛 于 连续 请 数 g%( 有， 出 及 人生 必 一 臻 
KAT y). EM O2 EH. 
基于 这 一 定理 , Dp nDB3 IA X 
Vail) = ya 
eX fO - | he, o LG m, sou. uds] 
(A .48) 
求 第 一 种 了 redhoim 方程 (上 .381) 的 近似 解 ， DOE CAL48) S, 
Yapi lE) = ys E) 
ex fe) - E EME, sous]. Aisn), 
— — (A.48) 
其 中 权 wult) m [ ACE, 9Tu 人 de 
并 令 t5, 则 有 
Nani (2,4) "n n (Sur) 
ef (8.4) -3 Wai (8.5) m (s, S) Vs (sn) | 
(A. . B0) 
BEREH Eik S lcd ik, Ell VeOnmen ZR T 
Hi, 


PERI CA. .49) SE CA. .500, RATS GRAT CA. 81) 的 数值 解 , H. 
随 着 分 点 sm LT ei RR KERTAA. 
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附录 B 第 一 种 Fredholm 积分 
方程 的 不 适 定 性 


Sa 引 S 
在 不 少 实际 问题 中 出 现 的 第 一 种 Fredholm 积分 方程 


kg=| kle, Wg iy— fo) (w«m«d) (B.D 


是 熏 型 的 不 适 定 的 一 个 例子 .方程 ( 卫 . 蕊 中 的 bio, y) 是 变量 zt 
xad) y(asysb) WIESE, cS PAGO 是 给 定 在 空间 下 
"P ES 28 286, 而 g (0 Je S3 I8] GI 中 的 未 知 画 数 . 在 正文 第 五 章 里 , 我 们 
已 指出 了 , 积分 方程 (B.1) 的 解 一 般 是 不 存在 的 ; 即使 人 存在, 也 不 
一 证 唯一 ， 现 在 , 我 们 还 要 指出 , 积分 方程 (B.1) 的 解 即 使 存在 且 
唯一 , 但 是 , 一 般 来 说 , 它 不 具有 稳定 性 , AEREA (80 有 微 
小 的 变化 时 , 祖 应 的 解 不 一 定 也 是 微小 变化 的 ， 例 如 , 假设 我 们 是 
EERE EH Ole, b] 中 求 方 程 (B.1) 的 解 ga), TEH WAI 
WARE Lale, d] WREE 


ess, f) =| | I - fac | de] , 
Ts USE AERES OT, 5] 的 模 度量 


pa gi, ga) ~ max | 9: (9 — ga (y) |, (B.2) 


这 里 gi, (30 HI ga G2. 42798 EZ CB DOSES 9S Fa (m) RI fam) 
的 解 ， 于是, 函数 
59 75 gi (5) N Sin eg 


是 积分 方程 | kw, yndy- fae) 
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的 解 ,这 里 fal) — fuo) +N f'k, y) sin cy dy, 
ij IN. c 都 是 常数 .对 于 任意 六, 当中 足够 大 时 , 量 


1 
orfa f) - NT E [f E, sinoyay | do) — (5.5 
可 尾 意 小 , 但 基 0:0 和 gato TERCER (B. 20 的 偏差 
Palgi, ga) — max 19.) — ga Cg) | = max |N sin oy| = |N | 
HURRA. KE, RIER ES $ a E Ole, 5] 的 度量 
(B. 2) 来 计算 gap) Hi gi Gp mi 2E. SER Jala, b] 度量 


palgi, gs) 一 (f | di — ga |? ah 


来 计算 gG M gu(8) BRE, WA 
Palg, Jo —|.N] 让 sin? oy dy] i 
~ |N | but -g sin e(5—a)cosc (ba), 
(B.4) 
AZ, T 3c NRI co IUE E REC, f fa) RE fa (2) 8423 (B.9) 不 
管 如 何 小 , E EX B. DTEBABSISURUS AR 91D 和 ga(y2 的 偏差 
HI EL[E Se cob, 
但 是 , 对 方程 (B.1) 的 解 的 稳定 性 应 该 满足 , 这 是 由 方程 所 措 
述 的 物理 现象 的 本 性 所 决定 的 ， 克 则 , 如 果 原 始 资料 f) 不 论 变 
fus Ah, 其 相应 的 解 gi 雪 有 很 大 的 变化 . 那 末 , 这 个 物理 问题 
的 解 还 有 什么 物理 意义 叫 ? 在 方程 (B1) 中 , 右 端 函数 (ez) 是 由 
所 描述 的 物理 现象 的 原始 资料 所 决定 的 ， 它 一 般 是 由 人 实验 测定 到 
By, dA fa), fio RI SR Fo(x) 可 以 相当 (在 某 种 度量 意义 
TOUT, 因此 , AEE CL 7T 
kg — fi(o) (B.5) 
的 解 giu) 作为 方程 
kgs 一 
«271. 


的 (精确 ) 解 ge Cu. 的 近似值 ? 这 里 ,就 产生 了 如 下 丁 个 方面 的 问题 
有 待 我们 考虑 ; 其 一 , 变 方 程 (B.5) 有 人 解 , 只 有 在 Jie) kG A 
可 能 . 如果 方程 (B.B) 中 的 k, y) RT e 连续， 且 有 连续 学 数 


多, 而 所 测量 到 的 所 (zw) 仅 是 连续 函数 , 它 在 某 些 点 无 导数 ， 则 方 


程 ( 卫 . 呈 在 移 三 意义 下 就 不 可 解 . 这 样 ， 我 们 必须 翅 方 程 (B.5) 88 
解 的 概念 进行 扩充 , 而 引进 某 种 适宜 的 广义 解 ， 因 此 , RZE 
的 一 个 方面 的 问题 是 ， 人 怎样 来 理解 近似 解 ? 其 二 , 这 种 近似 解 的 理 
解 , 也 即 在 引进 方程 (B.5) 的 广义 解 的 时 候 , 必须 要 考虑 到 解 的 算 
法 应 该 保证 在 原始 资料 了 iw) 变化 不 太 的 情况 下 , 相应 的 解 能 具有 
稳定 的 特性 ， 这 是 我 们 要 考 炭 的 又 一 方面 的 问题 ， 

IU PE 考虑 算 子 方程 

£g — f, (B.6) 

其 中 元 素 子 在 空间 五 内, 是 已 知 的 , PERLE o EZR G y, k 
是 一 个 算 子 ， 积 分 方程 (也 . 蕊 是 线性 积分 算 子 的 情形 . 

定义 1 FAGORREN, J BB.) fkzxp G psg 
广义 解 是 指 届 中 的 这 样 的 元 素 9. EEA pe (Eg, J) 达到 下 确 
界 

er(kg,, f) -inf pr(kg, f), 

这 里 os zog USB] 的 变量 . 

在 这 里 , 如 果 当 一 户 时 方程 { 了 .6) 有 通常 意义 下 的 ( 甸 典 ) 解 
EC, 那 末 显 然 , 它 与 方程 69= 记 的 广义 解 是 一 致 的 , BUS 

Or(kgs, fi) 一 0. 

i2 设 对 每 个 元 素 了 E 已， 方程 (了 .6) 在 空间 G 中 存在 唯 
一 的 解 ISEE 与 之 对 应 如果 对 于 任意 s>0， 篆 存在 8fa 
70, 内 要 prl fa fo «O( 就 有 

Qe gu, ga) «8, 

这 里 gi— S Cf), =E Sad, fi, faC F, h, pE, Ti po ERZ 
E G 09 EE, 我 们 就 说 , 方程 (B. 晤 在 空间 内 按 原 始 资 料 了 ED 
«2DIÓdx 


确定 的 解 g— SC) 在 空间 对 (9, P) 上 稳定 

空间 JP XH G ABE EbXkXX HAE TEC HR x qup FOR G i 4p fe 
的 -一 种 表达 方式 , 用 米 反 映 元 素 的 分 近 程 度 ， 按 上面 的 定义 2, 在 
此 指出 , 稳定 性 的 要 求 是 癌 空 间 的 “度量 ”有 关 的 , 回 - :个 问题 在 这 
个 “度量 ”中 是 稳定 的 , 在 那 种 “ 诬 量 ”中 可 能 不 稳定 ,例如 ， 设 f(z) 
次 近似 已 知 , 记 为 fi, sE [e 5), REFA, Eam Ji fa 
的 导 医 数 ,对 任意 常数 o, BA ale) — fale) tN sin ws dit C. 度量 
(B.2) 5j fi(e) 相差 |N|, [BEBE ga(e) —f (2) 和 凡人 在 加 
度量 十 租 差 | 丰 o| ， 它 当中 充分 大 时 可 以 任意 大 ， 因此 , 这 个 问题 
在 吃 度 量 下 是 不 稳定 的 ， 如 果 F JEKA [a, b] 上 连续 可 微 函 数 
的 集合 , 其 度量 取 为 

pr fa f) — sup (fito) — fal) 
+ |f) — faC 1s 

而 他 中 元 素 (2) 和 pw) 仍 采用 OO HE Ek, 则 这 个 问题 就 是 稳定 
的 了 . 

假设 已 知 方 程 (B,6) 的 精确 右 端 f 的 近似 元 素 7, el, D 
«0, 自然, 我 们 在 满足 条 件 pr (hg, J) <S 的 元 素 9 HRE EG 
中 求 方程 (B. 人 REC, EE, 正如 我 们 在 本 附录 一 开头 的 例 
子 中 所 指出 的 那 祥 , 在 许多 情况 下 , 这 个 元 素 集 合 GS KKT, 以 至 
在 这 些 元 素 中 有 这 样 一 些 元 素 ,， 它们 彼此 间 ( 在 空间 他 的 度量 下 ) 
可 以 相差 很 大. 因此, 不 是 集合 名 的 所 有 元 素 都 可取 为 方程 (B.6) 
的 近似 解 的 . 

XE, 如 何 选择 方程 (B.6) 的 可 能 解 就 成 为 必需 的 了 ， 通 常 ， 
基 利 用 关于 解 的 己 有 补充 信息 ， 这 种 信息 具有 定量 的 或 定性 的 性 
质 ， 在 前 一 种 情形 , 具有 定量 性 质 的 补充 信息 使 我 们 得 以 缩小 可 
能 解 类 , 例如 缩小 到 致密 集 , 使 问题 的 解 对 原始 资料 改变 不 大 的 情 
况 下 成 为 稳定 的 ， 在 后 一 种 销 消 , 和 用 关于 问题 的 解 的 定性 性 质 ， 
例如 关 十 解 的 光滑 性 信息 ， 来 寻求 方程 对 原始 资料 改变 不 大 的 情 
况 下 是 稳定 的 近似 解 ， 
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$2 选 择 法 


假设 了 和 9 部 是 度量 空间 . 讨论 算 子 方程 
kg =f (B.7)5 

的 求解 , 式 中 EF, gc G, AT EE GRDE p. LER, 存 
在 道 算 子 友 一般 来 说 , 它 不 是 连续 的 . 

选择 法 是 近似 求解 方程 (B.7 的 一 种 广泛 采用 的 方法 ， 其 法 
是 : 对 十 某 个 预先 下 给 定 的 可 能 解 的 子 燃 M CM C G) 中 的 元 素 9, 
计算 出 E9, 在 集 型 肉 取 这 样 一 个 元 素 9o 作为 近似 解 ， 使 在 集 玫 上 
fiae pr Lkg, f) xis MB, 也 就 十 

pr(go, J) — inf er(&g, f). 


显然 ， 如 果 方程 (B.7) 的 未 知 精确 解 grE 下 ， 则 就 有 ini pr 


(kg, f) —0, EER RIR gr 上 , 达到 此 下 限 。， 如 果 方 程 (B.7) 有 唯 
一 的 解 , 则 使 prg, J) MERER go 就 能 唯一 确定 出 来 ， 

但 是 在 实际 上 , 偏差 po (kg, J) 的 极 小 值 是 近似 求 的 , 因 此 ， 
选 摊 法 的 一 个 重 变 问题 是 ， d£ (er 为 元 素 序 列 ， 当 mxeco h, 
pr(Eg., f)—0, [E] pagn gr) —0 是 否 成 立 ? 也 就 是 说 , 我 们 希望 选 
择 法 是 稳定 的 .为 此 , 我 们 引进 下 述 折 扑 学 中 的 一 个 钳 论 . 

引 理 ” 设 度量 空间 C 的 紧 集 如 映 射 在 度量 空间 可 的 集 耶 
E, HER GSF 是 连 继 的 , 且 相 互 均 为 单 值 , Miki Foa 
也 是 连续 的 . 

证 WOOX gE, WR FC E.A Fog) 实现 正 映 射 6 
F, EX gp O 实现 道 映 射 Pg. 

EROL fo C E, REER CI) 在 访 处 是 连续 的 .. 用 反 
证 法 , 假设 不 然 , My E fo Ab EESE, 则 存在 这 样 一 个 数 eu 
0, 使 得 对 一 切 3>0, 都 可 求 得 也 RERI, BR o, $9 «8, 

而 有 peg, go) 2761, XX HE g —Ídp (2, go fo. 
取 正 数列 19,9, 9,230 (nco), o fg X, "oOK d ZU 
» 74. 


F EF, 1EB or Pu, fo) «B. Pola go) 2o, Hr geb. 
$5, A fafo lnea), 

因为 G 是 致密 集 , 所 有 g. c G, 于 是 可 从 序列 (9. 中 选 出 收 
伍 到 某 个 元 素 ge 的 子 序 鹿 {9%}， 又 由 于 日 是 闭 集 ,所 忆 99€ G., 
再 由 于 pelgas go) 7781, 所 以 go* go. 

FRA Gn GETEA F 内 的 元 素 序 列 (Pu, InP Im). 
按 引 理 假 设 , 映射 2 连续 , 所 以 六. ATER jo==p (980), BUS 
是 序列 UO 的 子 序 列 ， 又 因为 序章 C3 coU oU XX fo v (9o), 
于 是 

fo—o(go) = fop fo). 
再 按 引 理 假 设 , POE GF EHAR, 所 以 必 有 o go. 
”这 与 原先 已 证 得 的 不 等 式 gorgo MFE., AEE. 

这 样 ， 选 择 法 中 的 极 小 化 序列 9.) 当 n—co 时 的 极限 与 gx 

fiuc. 只 要 OD gr 属于 可 能 解 类 M. 2) 4 M 是 紧 的 . 
”但 是 , 由 于 原始 资料 上 有 误差 , 因 之 , 元 素 了 可 能 不 属于 集 

EM， 在 这 种 情况 让, 方程 (B.7) 就 可 能 没有 (经 典 ) 解 。 在 实际 问 
题 中 ， 常 常 是 用 己 知 的 右 端 近似 值 f kE GN fx， 通常 又 没 
有 使 我 们 能 确定 元 素 ETETE LM REREN, F TER 
ATELM, 在 这 种 情况 下 ,六 可 能 没有 音义 . 

为 了 克服 这 个 困难 , 我 们 引进 方程 (B.7) 的 广义 解 的 概念 ， 设 
b 基 全 连续 算 子 ， 对 于 给 定 的 元 素 fE 了 了 ， 在 集合 了 上 使 泛 欧 
pr(kg, f) 取 极 小 的 元 素 g € M, RAKE. DEMER A 

| or (kg, f) — inf pe(&g, f). 


An RM Ji 3€ Ss, WDSEEEREI £€ F,TDBROBSO HURT R. M 
果 了 ELEM, 出 广义 解 9 与 方程 (了 .7 的 普通 解 是 一 致 的 ， 如 果 广 
交 解 不 只 是 一 个 ， 就 把 广义 解 集 D 中 的 任 一 元 素 都 视 为 是 广 闵 
fü. 

下面 建立 偿 广 义 解 是 唯一 的 ， 并 且 连 续 依 赖 于 右 端 了 的 沫 些 
充分 性 条 性 . 

Ti T 


EX3 SopEcoqeQmTuMIP Xg4CcQEAE UM 

z EE G ERP, REN g= Pe ui EX 
prz, q) = ps(z, Q), 
这 里 pris Q) -inf pr(z, h), 

现在 证 明 

Emi 如 果 方 程 (B.7) 在 紧 集 在 上 只 有 一 个 儿 , 并 且 每 个 元 
XfcFipSmkM 上 的 投影 是 唯一 的 , 则 方程 (B.7) 的 广义 解 就 是 
唯一 的 , MEERKATTE S. 

证 Ug XM uuj-ky BIR, J AER SAEM 的 
投影 ,一 PH 按照 定理 的 条 件 , 它 是 单 值 确定 的 . 因此 , ETEM 
到 集 “ 上 对 上 的 映射 互 为 单 值 ,于 是 广义 解 了 就 是 唯一 的 了 . 

HA gk Jek Pf, 由 引 理 ， 道 算 子 bon kM 上 是 连续 
B» WPEECMEDCI PHF EEN, MUAT ORO 是 对 了 连续 
的 , 即 广义 解 g 连续 依赖 于 右 端 了 ， 定 理 证 毕 . 

这 个 结果 表明 , 对 紧 集 如 求 方程 CB.7) 的 广义 解 的 问题 ， 是 迁 
EH. 

对 于 方程 (B.1), 算 子 是 线性 的 , 还 有 下 面 的 

ESO 设 方程 (B.7) 是 线性 的 , 假设 齐 次 方程 y==0 HE 
解 ， 集 时 是 目的 ,又 空间 内 的 所 有 球面 部 是 严格 目的 、 则 方程 
(B.?) 在 紧 集 守 上 的 广义 解 是 唯一 的 , 而 且 它 连续 依 闵 于 右 端 了. 

W 设 g 为 广义 解 , 且 记 了 £9， 因为 集 让 是 同 的 , 又 由 于 算 
子 志 是 线性 的 , 因 之 , E RM 也 是 目的 , BR, FELE SNSM 
的 投影 , 按 定 理 的 条 件 , 空间 FF 的 球面 是 严格 凸 的 , 因 之 , 投影 了 
是 单 值 确定 的 . 这 样 ， 即 可 按照 定理 1 的 证 明 闭 样 来 完成 本 定理 
的 证 明了 . 

上 述 求 方程 (B.7) 的 广义 解 是 在 无 限 维 空间 中 进行 的 ， 为 了 
近似 求 广义 解 , 自然 转向 有 限 维 空间 ， 下 面 , 仍 假设 上 是 全 连续 算 
子 ， 并 认为 上 面 定 理 中 所 指出 的 在 给 定 集 本 上 存在 唯一 广 闵 解 的 
充分 条 人 性 满足 . 

设 MCMC CM, C ERR M, 的 增长 链 , 它们 葛 联 全 
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L M, 的 于 包 与 紧 集 M- - 致 ， 在 每 个 集 M, 上 都 有 方程 (B.7) 的 


广义 解 ， 但 它 可 能 不 是 唯一 的 ， 以 T. RRE 对。 上 所 有 广义 解 的 
集合 . 
我 们 要 指出 ， 可 以 在 T, 中 任 取 一 个 元 素 ga 作为 集 到 上 的 广 
义 解 了 的 近似 值 , MA 
lim palg», 9) 一 0. (B.8) 
4 Bs 是 元 素 了 在 集 EM, LERES, Be Bkn H 
lm Nn Tit 
prf, kM prif, Ma -pr (Ff, FEM) 
=por f, EM) —ps(f, kg). (B.9) 
因为 集 LI EM, 在 EM. E AE AEBURS, BEDLSET ERE 07-0, 可 以 
求 出 这 样 的 正 数 nle), 使 对 所 有 的 n>n, A 
. príf, EM.) pp(f, EM)+E. (B.10) 
Ei(B.9 35 ((B.10), 立即 可 得 
lim pr( f, KM.) — prif, EM) 
又 因为 Prif, EM a) —pp( f, By), 所 以 
lim pef, Ey) e psCf, kg). (B.11) 
每 个 集 B, 都 是 紧 的 , 因为 它 是 紧 集 IM, HATE, WUE Bn 


内 取 元 素 us, 使 
pr(z., f) 一 inf pr, f). 


EM 是 紧 集 ， 所 以 序列 GE EAD — BOT EM 的 极限 点 ， 设 点 
2o 是 集 iz.) 的 任意 一 个 极限 点 ，{2.} 是 收 敏 于 加 的 序列 {fz} 的 
子 序列 ， HD im pr, 29) 0. PRÉ, BL CB. 10) 与 ‘BB.11) 可 以 知道 
Dr Cf, žo) 7lim pzCf, Zm) = lim pr(f, n. 
= ppl f, k9) 一 pmf f, EM), 
TE Prif, 29) m ps (f, kM). 


由 此 及 和 集 时 上 广义 解 的 叭 - -性 , 就 得 出 
zy kg. 

X EON zo EE (os) 的 任 一 极限 点 , 于 是 序列 es) EST kg. 3X 
也 就 是 说 , 可 由 集 Pa 取 任 一 元 素 ga 作为 广义 解 的 近似 值 , 因为 按 
上 面 的 引 理 可 知道 ; 当 noo 时 , gag. 这 样 , 等 式 (B.8) 即 得 证 . 

如 果 我 们 取 M. 为 (有 限 )9% 维 集 , 则 在 紧 集 歼 上 近似 求 广义 解 
的 问题 就 归结 为 求 集 Ma LENZE pr (hg, f) 的 级 小 值 , OK nA 
变量 的 函数 的 极 小 值 . | 


$3 正则 法 


如 果 方 程 | 
kg f (B.12) 
的 可 能 解 类 丸 不 是 紧 集 ， 而 且 与 石 端 了 的 近似 特性 相 联 系 的 变化 
可 能 城 凡 集 可 ,这 时 ， 就 得 另外 寻找 求 方程 的 解 的 方法 ， 司 之 能 
得 出 方程 (8.12) 宪 原始 资料 变化 不 大 的 情 闹 下 是 稳定 的 解 . 

设 方程 4B.12) 的 可 能 解 集 邓 不 是 紧 的 ， 算 子 吕 的 道 算 子 下- 
在 集 KG 上 不 连续 ， 取 天， ESRA IHRER OCT 
Prl fa fo) «8, 这 时 , 不宜 按 公式 g = kf, 3e fE Ao 1m 79 fe 8976 
程 的 解 ;由 于 数 5 表征 着 右 端 的 误差 , Hp ELCHE n b e 5g 
关 的 算 村 来 确定 ga 就 较 自 然 了 . 当 50, CPER RE H FA, 
ffr 时 , SR DUR % 在 度量 空间 好 HRT gr, 这 里 gr C G E 
方程 kg 一 fz 所 要 求 的 精确 解 . 

EX € 如 果 依 赖 于 参数 a 的 算 于 RCf, o) RA BOITE TE, 
就 称 它 是 在 f— fe 邻 碱 内 对 于 方程 (B.12) 的 正则 算 子 ， . 

1) FEREKA 042-0, WATR, 四 对 所 有 的 e>0 3l 
I orl f, fox, E EF AEA 

2) 存在 这 样 的 函数 asa 8i, 对 任 一 870, IEYEIXENX 0 « 
9., 使 得 只 得 oe (fm, Fa) SCE), EF, BUCH pe (gr go) «5, 这 时 
"378^ 


g= Ri fa, a (85), 

在 这 个 定义 中 , 未 很 定 算 了 Rf, o) 的 单 值 性 , T Bin fi a= 
al) ti, Ej fao x. | 

如 果 orl fr, fO, MARGE g.-—R(fo 作为 方程 kg 
=fr WELT, Xx T BERI Ur $E CB. 2» fg at 3 8, 数 asal, fa) 
称 为 正则 参 北 ， 素 则 算 子 和 符合 于 原始 资料 精度 5 的 正则 其 数 
wxt6) 的 选择 , 这 两 背 一 起 决定 着 近似 构造 方程 (B.12) 的 稳定 解 ， 
An EA osCfo, 0) 所 5,， 列 由 正则 算 了 村 的 定 闵 , 可 以 如 此 选择 正 
ME al), 使 得 当 5-3>0 Bj, 正则 解 ga Rfs, a) 趋 近 于 (在 
度量 空间 G 内 ) 所 要 求 的 精确 解 9e, B pelr, ga) 一 0. 

TE, 求 方 程 (B.12) 关 于 右 端 改变 不 天时 是 稳定 的 近似 和 解 轨 
2874.1) RENAT D) 根据 某 些 补充 信息 (例如 ， 根 据 和 右 端 
fs -起 给 年 的 误差 值 8 来 确定 正则 参数 a， 这 种 构造 近似 解 的 
方法 就 称 为 正则 法 . 

枕 造 方程 .B.12) 的 正则 算 子 的 一 种 方法 ， 是 建立 在 这 分 原理 
的 基础 二 的， 还 有 其 它 一 些 方法 来 构成 正则 算 子 , 例如 , 基于 和 和 用 
S T b EIE HR. 关于 正则 参数 的 确定 , 也 有 各 种 求法 ， 要 知 详 
情 ， 可 参阅 D. L. Phillips 的 论文 “aa technique for the numeri- 
cal solution of certain integral equations of the first kind" (J. 
Assoc, Comput. Mach. 8, 1, 1962), t a[ Z [S] A. H. Taxogon, B. ji. 
Apcerx A x7 35" Morona PemeHHs HexopperTRRX Jajau", «Hayra», 
M., 1977 (1974 年 俄 文 第 一 版 , 有 英 译 本 ,也 有 中 译本 ， 地 质 出 版 
tL, 1979 年 ) 在 这 本 专著 后 面 收集 了 大 量 的 参考 文献 ,此 书 的 第 
二 章 是 讲述 正则 法 的 , 内 容 较 丰富 ， 还 可 参阅 1980 年 美国 出 版 的 
iE Ss “The application and numerical solution of integral 
equationg” 中 的 有 关 论 文 , 特别 是 F. R. de Hoog 的 文章 Review 
of Fredholm equations of the first kind" (W éJ 119—184 9) 
和 M. A. Lukas B] x Æ “Regularization” (M, -B tj 151 ~ 182 
WD), ERKELA, EHT EOTGH XE UDHEBSI— 2b 8T 7n NL 
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